
ÝËÅÌÅÍÒÛ ÒÅÎÐÈÈ ÂÎËÍ

Ëåêöèÿ 1.

Ââåäåíèå: ïðåäìåò êóðñà.. Òåìà I.Çàäà÷è äëÿ îäíîìåðíîãî âîëíîâîãî óðàâ-

íåíèÿ. 10. Ôîðìóëà îáùåãî ðåøåíèÿ è åå ãðàôè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ. 20. Âûâîä
ôîðìóëû Äàëàìáåðà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ. Ïðèíöèï
êîíå÷íîé çàâèñèìîñòè. 30. Ñìåøàííàÿ çàäà÷à íà ïîëóîñè äëÿ îäíîìåðíîãî âîëíîâî-
ãî óðàâíåíèÿ ñ óñëîâèåì çàêðåïëåíèÿ â íà÷àëå. 40. Ñìåøàííàÿ çàäà÷à íà êîíå÷íîì
îòðåçêå äëÿ îäíîìåðíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ñ óñëîâèåì çàêðåïëåíèÿ íà êðàÿõ.

Ïðåäìåòîì íàñòîÿùåãî ñïåöèàëüíîãî êóðñà ñëóæàò âîëíîâûå
ïðîöåññû ñàìîé ðàçíîé ïðèðîäû, îïèñûâàåìûå â ðàìêàõ ìà-
òåìàòè÷åñêîé òåîðèè âîëí (ÌÒÂ). Ïîíÿòèå âîëíû íà èíòó-
èòèâíîì óðîâíå ó âñåõ íàñ ôîðìèðóåòñÿ â ðàííåì âîçðàñòå èç
âèçóàëüíûõ íàáëþäåíèé çà âîëíàìè íà ïîâåðõíîñòè âîäû (ðå-
êè, ìîðÿ, îêåàíà). Ñ îïûòîì, ðàñøèðÿÿ ãîðèçîíòû íàøèõ ïðåä-
ñòàâëåíèé î ïðèðîäå, ìû óçíàåì, ÷òî áûâàþò è äðóãèå âîëíû:
òåïëîâûå, àêóñòè÷åñêèå, ñâåòîâûå, ýëåêòðîìàãíèòíûå, óïðó-
ãèå, âçðûâíûå è ò.ä. Ñèòóàöèè, â êîòîðûõ âîçíèêàþò âîëíîâûå
ïðîöåññû, âåñüìà ìíîãîîáðàçíû, à ìåòîäû èõ îïèñàíèÿ ðàçëè÷-
íû. Â òî æå âðåìÿ â ïðîòåêàíèè âîëíîâûõ ïðîöåññîâ ðàçëè÷íîé
ôèçè÷åñêîé ïðèðîäû èìååòñÿ ìíîãî îáùåãî. Èìåííî ýòî îáñòî-
ÿòåëüñòâî ïîçâîëÿåò ãîâîðèòü î òåîðèè âîëí êàê îá îòäåëüíîé
íàó÷íîé äèñöèïëèíå.
Ôîðìàëüíûé ÿçûê, íà êîòîðîì çàïèñûâàþòñÿ ïîñòóëàòû âîë-

íîâîé òåîðèè è åå çàäà÷è, à òàêæå èçëàãàþòñÿ ìåòîäû ðåøåíèÿ
ýòèõ çàäà÷, � ýòî ÿçûê äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñò-
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íûìè ïðîèçâîäíûìè, èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,
ëèáî ñèñòåì óðàâíåíèé. Èìåííî òàêîãî ðîäà îáúåêòû ñëóæàò
îñíîâíûìè êîìïîíåíòàìè ñôîðìèðîâàâøåéñÿ ìàòåìàòè÷åñêîé
òåîðèè.
Âñå óðàâíåíèÿ ÌÒÂ ïðèíÿòî ðàçäåëÿòü íà äâà êëàññà: óðàâ-

íåíèÿ ëèíåéíûå è óðàâíåíèÿ íåëèíåéíûå. Â êàæäîì èç ýòèõ
êëàññîâ âûäåëÿþòñÿ íåñêîëüêî êëþ÷åâûõ, èëè ýòàëîííûõ, óðàâ-
íåíèé, ôîðìóëüíàÿ çàïèñü êîòîðûõ äîñòàòî÷íî êîìïàêòíà è
ïðîñòà. Èìåííî äëÿ ýòèõ ýëåìåíòàðíûõ ïðåäñòàâèòåëåé êëàñ-
ñà èññëåäóþòñÿ çàòåì ðàçëè÷íûå ïîñòàíîâêè çàäà÷: íà÷àëüíûõ,
êðàåâûõ è ò.ï. Äàëåå ðåçóëüòàòû ïðîâåäåííûõ èññëåäîâàíèé áå-
ðóòñÿ â êà÷åñòâå ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ ïðè ðàññìîòðåíèè óæå
áîëåå ñëîæíûõ äëÿ àíàëèçà óðàâíåíèé.
Ñðåäè ëèíåéíûõ óðàâíåíèé â ñóùåñòâóþùåé ê íàñòîÿùåìó

ìîìåíòó òåîðèè íàèáîëåå èçâåñòíî è ïðàêòè÷åñêè ïîëíîñòüþ
èññëåäîâàíî âîëíîâîå, èìåþùåå ñëåäóþùèé âèä:

∂2u

∂t2
− a2∆u = 0. (W)

Çäåñü ∆ � õîðîøî èçâåñòíûé îïåðàòîð Ëàïëàñà ïî ïðîñòðàí-
ñòâåííûì ïåðåìåííûì. Äàëåå â êóðñå ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è
äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ (W) â ñëó÷àå îäíîé, äâóõ è òðåõ ïðî-
ñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ. Îòìåòèì åùå, ÷òî óðàâíåíèå (W)
èìååò ãèïåðáîëè÷åñêèé òèï. Åùå äâà âàæíûõ ïðèìåðà ëèíåé-
íûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé âîëíîâûõ ïðîöåññîâ äàþò ãèïåð-
áîëè÷åñêèå ñèñòåìà óðàâíåíèé àêóñòèêè è ñèñòåìà óðàâíåíèé
Ìàêñâåëëà.
×àñòî ìîäåëèðîâàíèå ðåàëüíûõ âîëíîâûõ ïðîöåññîâ ñ íåîá-

õîäèìîñòüþ ïðèâîäèò ê çàäà÷àì äëÿ íåëèíåéíûõ äèôôåðåí-
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öèàëüíûõ óðàâíåíèé èëè ñèñòåì, âàæíåéøèìè ïðèìåðàìè êî-
òîðûõ ñëóæàò ñèñòåìà óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìèêè è ñèñòåìà
óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè.
Äàëåå áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ íåëèíåéíûå ìîäåëè, â êîòîðûõ

èñêîìàÿ ôóíêöèÿ u(x, t) çàâèñèò, êàê ïðàâèëî, ðîâíî îò äâóõ
âåùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ, îäíà èç êîòîðûõ � âðåìÿ t � âñå-
ãäà íåîòðèöàòåëüíà. Â êà÷åñòâå ïðîñòåéøåãî íåëèíåéíîãî ýòà-
ëîííîãî óðàâíåíèÿ äàëåå âûñòóïàåò ñëåäóþùåå êâàçèëèíåéíîå
óðàâíåíèå ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ïåðâîãî ïîðÿäêà:

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= 0. (SW)

Áóäåì ññûëàòüñÿ íà óðàâíåíèå (SW) êàê íà óðàâíåíèå ïðîñòûõ
âîëí.
Ïîìèìî óðàâíåíèÿ (SW) äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùåå

íåëèíåéíîå óðàâíåíèå ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè òðåòüåãî ïî-
ðÿäêà

∂u

∂t
− 6u

∂u

∂x
+
∂3u

∂x3
= 0. (KdF)

Â óêàçàííîì âèäå (KdF) ýòî óðàâíåíèå èçâåñòíî êàê óðàâíåíèå
Êîðòâåãà�äå Ôðèçà, èëè (ÊäÔ)-óðàâíåíèå.
Åùå îäíî êëþ÷åâîå óðàâíåíèå íåëèíåéíîãî ðàçäåëà òåîðèè

âîëí � ýòî óðàâíåíèå Áþðãåðñà

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= ν

∂2u

∂x2
.

Ïàðàìåòð ν çäåñü ñòðîãî ïîëîæèòåëåí: ν > 0. Óðàâíåíèå ïðî-
ñòûõ âîëí (SW) óäîáíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðåäåë óðàâíåíèÿ
Áþðãåðñà ïðè ν → 0.
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10. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ óðàâíåíèé ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà ê
õîðîøî ïîñòàâëåííûì çàäà÷àì îòíîñèòñÿ çàäà÷à ñ íà÷àëüíû-
ìè óñëîâèÿìè, íàçûâàåìàÿ òàêæå çàäà÷åé Êîøè. Âûÿñíèì, êàê
ñëåäóåò ñòàâèòü è ðåøàòü ýòó çàäà÷ó íà ïðèìåðå îäíîìåðíîãî
âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ. Ñàìî óðàâíåíèå çàäàíî â ïîëóïëîñêîñòè:

∂2u

∂t2
− a2∂

2u

∂x2
= 0, −∞ < x < +∞, t > 0.

Ïðåîáðàçîâàíèå ξ = x− at, η = x + at ïðèâîäèò ýòî óðàâíåíèå
ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó: uξη = 0. Îáùåå ðåøåíèå ïðèâåäåííîãî
óðàâíåíèÿ äàåòñÿ ôîðìóëîé

u(ξ, η) = f (ξ) + g(η),

ãäå f è g � ïðîèçâîëüíûå äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðó-
åìûå ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé. Âîçâðàùàÿñü ê ïåðåìåííûì
(x, t), ïîëó÷àåì

u(x, t) = f (x− at) + g(x + at). (GS)

Ýòî � ôîðìóëà îáùåãî ðåøåíèÿ îäíîìåðíîãî âîëíîâîãî óðàâíå-
íèÿ. Èññëåäóåì åå áîëåå ïîäðîáíî.
Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî g ≡ 0 è èçîáðàçèì ãðàôè÷åñêè

â ïðîñòðàíñòâå (x, t, u) ïîâåðõíîñòü u = f (x− at). Ïóñòü ïðî-
ôèëü ôóíêöèè f (x) çàäàí, ò.å. èçâåñòíà ôóíêöèÿ u(x, 0). ×òîáû
ïîëó÷èòü âñå òî÷êè ïîâåðõíîñòè

u = f (x− at),

íóæíî, íåïðåðûâíî èçìåíÿÿ t, ïåðåìåùàòü ýòîò ïðîôèëü ïà-
ðàëëåëüíî ïðÿìîé x− at = 0. Íà ðèñóíêå èçîáðàæåíà ïîâåðõ-
íîñòü u = f (x− at) â ñëó÷àå, êîãäà f (x) ýòî �òðåóãîëüíèê�.
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Âûáðàâ âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ìî-
ìåíòîâ âðåìåíè: 0 < t1 < t2 < . . . < tk < . . ., ðàññå÷åì ïîâåðõ-
íîñòü u = f (x− at) ïëîñêîñòÿìè t = tk è ñïðîåöèðóåì ïîëó÷èâ-
øèåñÿ ñå÷åíèÿ íà ïëîñêîñòü (x, u). Â ðåçóëüòàòå ïðèäåì ê ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè ãðàôèêîâ, ïåðåìåùàþùèõñÿ ñëåâà íàïðàâî ñ
óâåëè÷åíèåì âðåìåíè tk.

Íàéäåì ñêîðîñòü ïåðåìåùåíèÿ óêàçàííûõ ãðàôèêîâ. Òî÷êà
x = x(t), ëåæàùàÿ íà ãðàôèêå, â ðàçíûå ìîìåíòû âðåìåíè óäî-
âëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ âèäà u0 = f (x(t)− at), ãäå u0 = f (x(0)).
Äèôôåðåíöèðóÿ ýòî ñîîòíîøåíèå ïî t, ïîëó÷àåì

0 =
du0

dt
= f ′(x(t)− at)(ẋ− a).

Ýòî ðàâåíñòâî âîçìîæíî ëèøü â ñëó÷àå, åñëè ẋ(t) = a.
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Èìåÿ â âèäó ïðèâåäåííóþ ãðàôè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ, ãî-
âîðÿò, ÷òî ôîðìóëà u = f (x− at) çàäàåò â ïðîñòðàíñòâå (x, u)

áåãóùóþ âîëíó , ðàñïðîñòðàíÿþùóþñÿ èç −∞ â +∞ ñî ñêîðî-
ñòüþ a.
Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà f = 0, à g � çà-

äàíà. Ïðè ýòîì ïðîôèëü g(x) áóäåò ïåðåìåùàòüñÿ â ïëîñêîñòè
(x, u) ñïðàâà íàëåâî ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ a.
Ôîðìóëà îáùåãî ðåøåíèÿ (GS), òàêèì îáðàçîì, äàåò ïðåä-

ñòàâëåíèå ëþáîãî ðåøåíèÿ u(x, t) îäíîìåðíîãî âîëíîâîãî óðàâ-
íåíèÿ â âèäå ñóïåðïîçèöèè äâóõ áåãóùèõ âîëí, ðàñïðîñòðàíÿ-
þùèõñÿ ñ îäèíàêîâîé ñêîðîñòüþ â ðàçíûå ñòîðîíû.

20. Áóäåì òåïåðü èñêàòü ðåøåíèÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ, èìå-
þùèå â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè çàäàííóþ ôîðìó è îáëà-
äàþùèå â òîò æå ìîìåíò âðåìåíè çàäàííûì ðàñïðåäåëåíèåì
ñêîðîñòè:

∂2u

∂t2
− a2∂

2u

∂x2
= 0 ïðè t > 0, x ∈ R,

u(x, 0) = ϕ(x)
∂u

∂t
(x, 0) = ψ(x)

ïðè x ∈ R.
(CPn=1)

Ýòî � çàäà÷à Êîøè äëÿ îäíîìåðíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ. Ðå-
øèì åå â ñëó÷àå, êîãäà íà âñåé ÷èñëîâîé îñè ϕ(x) èìååò äâå
íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå, à ψ(x) � îäíó:

ϕ(x) ∈ C(2)(R), ψ(x) ∈ C(1)(R).

Ïóñòü çàäà÷à (CPn=1) èìååò ãëàäêîå, ò.å. äâàæäû íåïðåðûâ-
íî äèôôåðåíöèðóåìîå ðåøåíèå u(x, t). Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå
äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè f è g îäíîé
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ïåðåìåííîé, ÷òî

u(x, t) = f (x− at) + g(x + at).

Íàéäåì çàâèñèìîñòü f è g îò íà÷àëüíûõ äàííûõ çàäà÷è Êîøè,
ò.å. îò ôóíêöèé ϕ è ψ.
Ðàññìîòðèì âìåñòå ñ ôîðìóëîé (GS) îáùåãî ðåøåíèÿ ðàâåí-

ñòâî, ïîëó÷àþùååñÿ èç íåãî äèôôåðåíöèðîâàíèåì ïî t:

∂u

∂t
(x, t) = f ′(x− at) · (−a) + g′(x + at) · a.

Ïîëàãàÿ çäåñü è â èñõîäíîé ôîðìóëå (GS) t ðàâíûì íóëþ, ïðè-
õîäèì ê íà÷àëüíîé ñèñòåìå ïîòî÷å÷íûõ ðàâåíñòâ:

f (x) + g(x) = ϕ(x)

−af ′(x) + ag′(x) = ψ(x)

∀x ∈ R. (IS)

Äèôôåðåíöèðóÿ ïî x ïåðâîå èç ðàâåíñòâ íà÷àëüíîé ñèñòåìû
è ðàçäåëèâ âòîðîå èç íèõ íà a, ïîëó÷èì

f ′(x) + g′(x) = ϕ′(x)

−f ′(x) + g′(x) =
1

a
ψ(x)

∀x ∈ R.

Âû÷èòàÿ èç ïåðâîãî ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà âòîðîå, íàõîäèì:

f ′(x) =
1

2
ϕ′(x)− 1

2a
ψ(x) ∀x ∈ R.

Âçÿâ îò îáåèõ ÷àñòåé ïåðâîîáðàçíóþ, ïðèäåì ê ñîîòíîøåíèþ

f (x) =
1

2
ϕ(x)− 1

2a

x∫
0

ψ(ξ) dξ + C, ∀x ∈ R.
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Çäåñü C � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííóþ
ôîðìóëó äëÿ f (x) â ïåðâîå èç ðàâåíñòâ ñèñòåìû (IS), íàõîäèì

g(x) = ϕ(x)− f (x) =

=
1

2
ϕ(x) +

1

2a

x∫
0

ψ(ξ) dξ − C, ∀x ∈ R. (8)

Íàéäåííûå äëÿ f (x) è g(x) ôîðìóëû ïðèâîäÿò ê ðàâåíñòâàì

f (x− at) =
1

2
ϕ(x− at)− 1

2a

x−at∫
0

ψ(ξ) dξ + C,

g(x + at) =
1

2
ϕ(x + at) +

1

2a

x+at∫
0

ψ(ξ) dξ − C.

Ñêëàäûâàÿ èõ è ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé îáùåãî ðåøåíèÿ (GS),
ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíî

u(x, t) =
ϕ(x− at) + ϕ(x + at)

2
+

1

2a

x+at∫
x−at

ψ(ξ) dξ. (DF)

Ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé Äàëàìáåðà.
Âûðàæåíèå f è g ÷åðåç ϕ è ψ, à ñ íèì è ôîðìóëó ðåøåíèÿ

çàäà÷è Êîøè ïîëó÷èë â 1748 ãîäó Ëåîíàðä Ýéëåð.
Èòîã ïðîâåäåííûõ ðàññóæäåíèé: åñëè çàäà÷à Êîøè (CPn=1)

èìååò ãëàäêîå ðåøåíèå, òî ýòî ðåøåíèå � åäèíñòâåííî è çà-
äàåòñÿ ôîðìóëîé Äàëàìáåðà (DF). Ýòà ôîðìóëèðîâêà â ñâîþ
î÷åðåäü ïîäñêàçûâàåò êàê äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé çàäà÷è Êîøè.
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Òåîðåìà (ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè äëÿ çàäà÷è Êîøè).
Ïóñòü íà÷àëüíûå äàííûå ϕ è ψ çàäà÷è Êîøè äëÿ îäíîìåðíîãî
âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû äâà è îäèí
ðàç ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ðåøåíèå u(x, t) ýòîé çàäà÷è ñóùå-
ñòâóåò, åäèíñòâåííî è çàäàåòñÿ ôîðìóëîé Äàëàìáåðà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäñòàâèìîñòü ðåøåíèÿ ôîðìóëîé (DF) è
òåì ñàìûì åãî åäèíñòâåííîñòü óæå îáîñíîâàíû. ×òîáû äîêà-
çàòü ñóùåñòâîâàíèå, äîñòàòî÷íî, âçÿâ ïðàâóþ ÷àñòü ôîðìóëû
Äàëàìáåðà, ò.å. ñóììó

ϕ(x− at) + ϕ(x + at)

2
+

1

2a

x+at∫
x−at

ψ(ξ) dξ,

óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ, èìåÿ äâå íåïðåðûâíûå ïðîèçâîä-
íûå (ïî èçâåñòíîé òåîðåìå èç ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà), óäî-
âëåòâîðÿåò è çàäàííûì íà÷àëüíûì óñëîâèÿì. Òî, ÷òî ýòî ðå-
øåíèå âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ, âûòåêàåò èç ñàìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ
ýòîé ôóíêöèè â âèäå ñóïåðïîçèöèè âèäà (GS) äâóõ áåãóùèõ
âîëí.

Óïðàæíåíèå. Ïóñòü ϕ(x) ≡ 0 è ψ ≡ |x|, ò.å.

ψ(x) ∈ C(R), íî ψ(x) /∈ C(1)(R).

Â êàêîé ÷àñòè âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè t > 0 ïðàâàÿ ÷àñòü ôîð-
ìóëû Äàëàìáåðà (DF) â ýòîì ñëó÷àå áóäåò ðåøåíèåì âîëíî-
âîãî óðàâíåíèÿ?

Àíàëèç ôîðìóëû Äàëàìáåðà ïîêàçûâàåò, ÷òî ðåøåíèå u(x, t)

çàäà÷è Êîøè (CPn=1) â òî÷êå (x0, t0) âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè
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t > 0 çàâèñèò îò çíà÷åíèé íà÷àëüíûõ äàííûõ ϕ è ψ ëèøü íà êî-
íå÷íîì îòðåçêå [x0 − at0, x0 + at0] ÷èñëîâîé îñè. Ýòîò îòðåçîê
âûäåëÿåòñÿ íà ÷èñëîâîé îñè x äâóìÿ õàðàêòåðèñòèêàìè âîëíî-
âîãî óðàâíåíèÿ, ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç òî÷êó (x0, t0). Ïîäîáíîå ïî-
ëîæåíèå äåë, ò.å. çàâèñèìîñòü ðåøåíèÿ îò çíà÷åíèé íà÷àëüíûõ
äàííûõ â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè ïëîñêîñòè t = 0, èëè ïðèíöèï
êîíå÷íîé çàâèñèìîñòè, õàðàêòåðíî äëÿ âñåõ óðàâíåíèé ãèïåð-
áîëè÷åñêîãî òèïà.

30. Â ïðèëîæåíèÿõ ðåäêî âñòðå÷àþòñÿ çàäà÷è ëèøü ñ íà÷àëü-
íûìè äàííûìè, ò.å. çàäà÷è â êîòîðûõ ïåðåìåííàÿ x èçìåíÿåò-
ñÿ îò −∞ äî +∞. Ãîðàçäî ÷àùå êîîðäèíàòà x, îïðåäåëÿþùàÿ
ïîëîæåíèå òî÷êè ôèçè÷åñêîãî òåëà, èçìåíÿåòñÿ íà êîíå÷íîì
ïðîìåæóòêå 0 6 x 6 L. Â ýòîì ñëó÷àå íà÷àëüíûå äàííûå, ò.å.
ôóíêöèè ϕ(x) è ψ(x), èçâåñòíû ëèøü ïðè 0 6 x 6 L. Òàêèì
îáðàçîì, ÷òîáû îäíîçíà÷íî íàéòè ðåøåíèå íåîáõîäèìî èìåòü
äîïîëíèòåëüíóþ èíôîðìàöèþ â âèäå ãðàíè÷íûõ, èëè êðàåâûõ
óñëîâèé, çàäàâàåìûõ ïðè x = 0 è x = L äëÿ âñåõ t > 0.

Ïðåæäå ÷åì ñòàâèòü è ðåøàòü çàäà÷ó äëÿ îäíîìåðíîãî âîëíî-
âîãî óðàâíåíèÿ íà êîíå÷íîì îòðåçêå, ðàññìîòðèì ïðîñòåéøóþ
ñìåøàííóþ çàäà÷ó äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ íà ïîëóîñè x > 0:

∂2u

∂t2
− a2∂

2u

∂x2
= 0 ïðè t > 0, x > 0,

u(x, 0) = ϕ(x)
∂u

∂t
(x, 0) = ψ(x)

ïðè x > 0,

u(0, t) = h(t) ïðè t > 0.

(MP+)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóïðÿìîé ôóíêöèè ϕ(x)

è h(t) èìåþò âòîðûå íåïðåðûâíûå, à ψ(x) � ïåðâóþ íåïðåðûâ-
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íóþ ïðîèçâîäíûå:

ϕ(x) ∈ C(2)(R+), ψ(x) ∈ C(1)(R+), h(t) ∈ C(2)(R+).

Êðîìå òîãî, ïîä÷èíèì ôóíêöèè ϕ, ψ è h òàê íàçûâàåìûì óñëî-
âèÿì ñîãëàñîâàíèÿ:

h(0) = ϕ(0), h′(0) = ψ(0), h′′(0) = a2ϕ′′(0). (FC)

Òåîðåìà (î ðåøåíèè çàäà÷è â êâàäðàíòå). Ãëàäêîå ðåøåíèå
ñìåøàííîé çàäà÷è (MP+) â êâàäðàíòå x > 0, t > 0, ïðè ñäå-
ëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ î ãëàäêîñòè åå äàííûõ ϕ, ψ è h, óäî-
âëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì ñîãëàñîâàíèÿ (FC), ñóùåñòâóåò è
åäèíñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u(x, t) � ðåøåíèå çàäà÷è (MP+), òîãäà
íàéäóòñÿ òàêèå ôóíêöèè f (x) è g(x) îäíîé ïåðåìåííîé, ÷òî äëÿ
âñåõ x > 0 è t > 0 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

u(x, t) = f (x− at) + g(x + at).

Ïîäñòàâèâ ýòî ðàçëîæåíèå â íà÷àëüíûå äàííûå è ãðàíè÷íûå
óñëîâèÿ, ïðèäåì ê ñèñòåìå ðàâåíñòâ

f (x) + g(x) = ϕ(x) ïðè x > 0,

−af ′(x) + ag′(x) = ψ(x) ïðè x > 0,

f (−at) + g(at) = h(t) ïðè t > 0.

(IS′)

Èç ïåðâûõ äâóõ ðàâåíñòâ ýòîé ñèñòåìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå
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ïðèãîäíûå ïðè x > 0 âûðàæåíèÿ äëÿ f (x) è g(x):

f (x) =
1

2
ϕ(x)− 1

2a

x∫
0

ψ(ξ) dξ + C1,

g(x) =
1

2
ϕ(x) +

1

2a

x∫
0

ψ(ξ) dξ − C1.

Âûâîäÿòñÿ ýòè ñîîòíîøåíèÿ òåì æå ñïîñîáîì, ÷òî è ïðè ïî-
ëó÷åíèè ôîðìóëû Äàëàìáåðà. Ïîëîæèì çäåñü C1 = 0, ÷òî íå
îãðàíè÷èò îáùíîñòè, èáî f è g â ôîðìóëå äëÿ u(x, t) ñêëàäûâà-
þòñÿ. Ñîãëàñíî òðåòüåìó ñîîòíîøåíèþ ñèñòåìû (IS′) ïðè t < 0

èìååì

f (t) = h
(
− t
a

)
− g(−t) = h

(
− t
a

)
− 1

2
ϕ(−t) +

1

2a

0∫
−t

ψ(ξ) dξ.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè âûðàæåíèÿ â ôîðìóëó äëÿ u(x, t), âèäèì, ÷òî
ïðè t > 0 è x− at > 0, ò.å. äëÿ òî÷åê (x, t) èç óãëà (I), îáðàçî-
âàííîãî ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñüþ àáñöèññ è õàðàêòåðèñòèêîé
x− at = 0 óðàâíåíèÿ (ñì. ðèñ.),

ðåøåíèå u(x, t) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç íà÷àëüíûå äàííûå çàäà÷è ñ



Ëåêöèÿ 1. 13

ïîìîùüþ îáû÷íîé ôîðìóëû Äàëàìáåðà:

u(x, t) =
ϕ(x− at) + ϕ(x + at)

2
+

1

2a

x+at∫
x−at

ψ(ξ) dξ (1I)

Åñëè æå t > 0, x > 0, x− at 6 0, ò.å. òî÷êà (x, t) ëåæèò â
óãëå (II) (ñì. ðèñ.), òî èìååì

u(x, t) = h
(
t− x

a

)
+
ϕ(x + at)− ϕ(at− x)

2
+

1

2a

at+x∫
at−x

ψ(ξ) dξ.

(1II)
Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå u(x, t) ñìåøàííîé çàäà÷è (MP+) çà-
äàíî ñëîæíûì îáðàçîì. Â êàæäîì èç äâóõ óãëîâ, íà êîòîðûå
êâàäðàíò ðàçáèâàåòñÿ õàðàêòåðèñòèêîé x− at = 0, äëÿ ðåøå-
íèÿ ñïðàâåäëèâà ñâîÿ ôîðìóëà.
Óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ (FC), êàê íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, îáåñ-

ïå÷èâàþò ãëàäêóþ �ñêëåéêó� äâóõ ñïîñîáîâ çàäàíèÿ ðåøåíèÿ
u(x, t) íà õàðàêòåðèñòèêå x− at = 0. Èíûìè ñëîâàìè, â îêðåñò-
íîñòè êàæäîé òî÷êè ïðÿìîé x− at = 0 ôóíêöèÿ u(x, t) èìååò
íåïðåðûâíûå âòîðûå ïðîèçâîäíûå.
Ïðîâåäåííûå ðàññóæäåíèÿ, âî-ïåðâûõ, äîêàçûâàþò åäèíñò-

âåííîñòü ðåøåíèÿ ñìåøàííîé çàäà÷è (MP+) è, âî-âòîðûõ, ïîç-
âîëÿþò âûðàçèòü åãî àíàëèòè÷åñêè ÷åðåç èñõîäíûå äàííûå.
Ïîëüçóÿñü ðàâåíñòâàìè (1I) è (1II), à òàêæå óñëîâèÿìè ñîãëà-
ñîâàíèÿ (FC) íåñëîæíî óáåäèòüñÿ â ñóùåñòâîâàíèè ãëàäêîãî
ðåøåíèÿ çàäà÷è (MP+).
Îòäåëüíî ðàññìîòðèì ñìåøàííóþ çàäà÷ó äëÿ îäíîìåðíîãî

âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ íà ïîëóîñè x > 0 ñ òîæäåñòâåííî íóëåâûì
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êðàåâûì óñëîâèåì:

h(t) ≡ 0 ïðè t > 0.

Â ýòîì ñëó÷àå ãëàäêîå ïðè x > 0, t > 0 ðåøåíèå ðàññìàòðèâà-
åìîé ñìåøàííîé çàäà÷è ñóùåñòâóåò ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé
ãëàäêîñòè íà÷àëüíûõ äàííûõ:

ϕ(x) ∈ C(2)(R+), ψ(x) ∈ C(1)(R+)

è óñëîâèé ñîãëàñîâàíèÿ

ϕ(0) = ψ(0) = ϕ′′(0) = 0. (FC′)

Âûâåäåííàÿ ðàíåå ÿâíàÿ ôîðìóëà äëÿ ðåøåíèÿ â ñëó÷àå h ≡ 0

ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:

u(x, t) =
ϕ(x + at)− ϕ(at− x)

2
+

1

2a

at+x∫
at−x

ψ(ξ) dξ, (MPII)

ãäå t > 0, x > 0 è x− at 6 0. Â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (MPII)
àðãóìåíò èìåííî at− x, à íå x− at, êàê â ôîðìóëå Äàëàìáåðà.
Òî æå ñàìîå ïðåäñòàâëåíèå (MPII) ìîæíî ïîëó÷èòü è ïî-

äðóãîìó. Ïîÿñíèì, êàê èìåííî.
Ïðîäîëæèì íà÷àëüíûå äàííûå ϕ(x) è ψ(x) çàäà÷è íà ïîëóîñü

x 6 0 íå÷åòíûì îáðàçîì, ò.å. ïîëîæèì{
ϕ(−x) = −ϕ(x)

ψ(−x) = −ψ(x)
ïðè x > 0.

Íàéäåì ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ îäíîìåðíîãî âîëíîâîãî óðàâ-
íåíèÿ ñ òàêèì îáðàçîì çàäàííûìè íà âñåé îñè íà÷àëüíûìè äàí-
íûìè ϕ(x) è ψ(x). Ïðè t > 0, x > 0 è x− at 6 0 áóäåì èìåòü
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äëÿ u(x, t) â òî÷íîñòè òî æå ñàìîå ðàâåíñòâî (MPII). Ôóíê-
öèÿ u(x, t) ïðè ýòîì çàäàíà ïðè âñåõ t > 0 è íå÷åòíà ïî x, ò.å.
óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó u(−x, t) = −u(x, t). Ïåðåõîäÿ çäåñü ê
ïðåäåëó ïðè x→ 0 è ïîëüçóÿñü íåïðåðûâíîñòüþ u(x, t) ïî x,
ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó u(0, t) = 0. Ãîâîðÿò, ÷òî òàêèì îáðàçîì
ñêîíñòðóèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ u(x, t) ïîëó÷åíà �îòðàæåíèåì âîë-
íû� îò ãðàíèöû x = 0 êâàäðàíòà.

40. Ïðèìåíèì ñôîðìóëèðîâàííûé ïðèåì �îòðàæåíèÿ� äëÿ
îòûñêàíèÿ ðåøåíèÿ ñìåøàííîé çàäà÷è äëÿ âîëíîâîãî óðàâíå-
íèÿ ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè íà îòðåçêå 0 6 x 6 L. Ïîñòàíîâêà
çàäà÷è ñëåäóþùàÿ:

∂2u

∂t2
− a2∂

2u

∂x2
= 0, 0 6 x 6 L, t > 0,

u(x, 0) = ϕ(x),
∂u

∂t
(x, 0) = ψ(x), 0 6 x 6 L,

u(0, t) = 0, u(L, t) = 0, t > 0.

(MPL
0 )

Îòðàçèì ôóíêöèè ϕ(x) è ψ(x) îòíîñèòåëüíî êîíöîâ îòðåçêà
x = 0 è x = L, ò.å. ïîëîæèì, ÷òî äëÿ âñåõ âåùåñòâåííûõ x èìå-
þò ìåñòî ðàâåíñòâà{

ϕ(x) + ϕ(−x) = 0, ϕ(x) + ϕ(2L− x) = 0,

ψ(x) + ψ(−x) = 0, ψ(x) + ψ(2L− x) = 0.
(RC)

Ïîòðåáóåì ïðè ýòîì, ÷òîáû â òî÷êàõ x = 0 è x = L âûïîëíÿ-
ëèñü óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ:{

ϕ(0) = ψ(0) = ϕ′′(0) = 0,

ϕ(L) = ψ(L) = ϕ′′(L) = 0.
(FC′′)

Óñëîâèÿ (RC) è (FC′′) çàâåäîìî âûïîëíåíû, åñëè ôóíêöèè
ϕ(x) è ψ(x) çàäàíû â âèäå äîñòàòî÷íî áûñòðî ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ
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ïî ñèñòåìå ñèíóñîâ:

ϕ(x) =

∞∑
n=1

an sin
πnx

L
, ψ(x) =

∞∑
n=1

bn sin
πnx

L
.

Åñëè ýòè ðÿäû ñõîäÿòñÿ, òî èõ ñóììû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü íå
òîëüêî ïðè 0 6 x 6 L, íî è ïðè âñåõ âåùåñòâåííûõ x.
Óêàçàííûå ðÿäû ïî ñèíóñàì çàäàþò ïåðèîäè÷åñêèå ïðîäîë-

æåíèÿ ôóíêöèé ϕ(x) è ψ(x) ñ îòðåçêà 0 6 x 6 L íà âñþ îñü.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ òàêæå, ÷òî âûïèñàííûå ðàçëîæåíèÿ ïî ñèíó-
ñàì ìîæíî äâà ðàçà ïî÷ëåííî äèôôåðåíöèðîâàòü.
Â ýòèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ çàäà÷ó (MPL

0 ) ðåøàåò ñëåäóþùàÿ
îïðåäåëÿåìàÿ �ôîðìóëîé Äàëàìáåðà� ôóíêöèÿ:

u(x, t) =
1

2

∞∑
n=1

an

(
sin

πn(x + at)

L
+ sin

πn(x− at)
L

)
−

− L

2πa

∞∑
n=1

bn
n

(
cos

πn(x + at)

L
− cos

πn(x− at)
L

)
.

Ïîëó÷åííîå ïðåäñòàâëåíèå u(x, t) â âèäå ñóïåðïîçèöèè áåãóùèõ
âîëí ëåãêî ïðåîáðàçîâàòü ê áîëåå ïðîñòîé ôîðìå:

u(x, t) =
1

2

∞∑
n=1

[
an cos

πnat

L
+

L

πna
bn sin

πnat

L

]
sin

πnx

L
.

Ýòî ðàâåíñòâî ÷àñòî ïðèìåíÿåòñÿ íà ïðàêòèêå. Â äàëüíåéøåì
ìû ïîëó÷èì åãî åùå îäíèì ñïîñîáîì � ìåòîäîì Ôóðüå ðåøåíèÿ
ñìåøàííûõ çàäà÷.
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Ëåêöèÿ 2.

Òåìà II. Çàäà÷è äëÿ òðåõìåðíîãî è äâóìåðíîãî âîëíîâûõ óðàâíåíèé.

10. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è Êîøè äëÿ òðåõìåðíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ. Ñôåðè÷å-
ñêîå ñðåäíåå. Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñôåðè÷åñêèõ ñðåäíèõ. 20. Ñôåðè÷å-
ñêîå ñðåäíåå îò ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè êàê ðåøåíèå ñìåøàííîé çàäà÷è. 30. Ôîðìó-
ëà Êèðõãîôà. 40. Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè
äëÿ òðåõìåðíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ. 50. Ïðèíöèï Ãþéãåíñà, ïåðåäíèé è çàäíèé
âîëíîâûå ôðîíòû. 60. Ñôåðè÷åñêèå, öèëèíäðè÷åñêèå è ïëîñêèå âîëíû.

10. Ïåðåéäåì ê ïîñòàíîâêå è ðåøåíèþ çàäà÷è Êîøè äëÿ âîë-
íîâîãî óðàâíåíèÿ â ñëó÷àå òðåõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ.

Çàäà÷à. Íàéòè ôóíêöèþ u(x, t), ãäå x = (x1, x2, x3), óäîâëå-
òâîðÿþùóþ óñëîâèÿì

∂2u

∂t2
= a2

(
∂2u

∂x2
1

+
∂2u

∂x2
2

+
∂2u

∂x2
3

)
, t > 0,

u(x, 0) = f (x),
∂u

∂t
(x, 0) = g(x), x ∈ R3.

(CPn=3)

Çäåñü f (x) è g(x) � çàäàííûå ôóíêöèè, ïðè÷åì f (x) èìååò âî
âñåì ïðîñòðàíñòâå òðè íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå, à ôóíêöèÿ
g(x) � äâå: f (x) ∈ C(3)(R3), g(x) ∈ C(2)(R3).

Âûâåäåì ôîðìóëó, äàþùóþ ÿâíîå âûðàæåíèå ðåøåíèÿ u(x, t)

çàäà÷è Êîøè (CPn=3) ÷åðåç íà÷àëüíûå äàííûå f è g. Ñ ýòîé öå-
ëüþ îïðåäåëèì ñôåðè÷åñêîå ñðåäíåå îò çàäàííîé íåïðåðûâíîé
ôóíêöèè h = h(x) è èçó÷èì åãî ñâîéñòâà.

Îïðåäåëåíèå. Ñôåðè÷åñêèì ñðåäíèì îò íåïðåðûâíîé ôóíê-
öèè h(x) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ I(x, r) ÷åòûðåõ âåùåñòâåííûõ
ïåðåìåííûõ (x1, x2, x3) è r > 0, çàäàâàåìàÿ ðàâåíñòâîì

I(x, r) =
1

4π

∫
|y|=1

h(x + ry) dS1. (Md)
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Çäåñü y = (y1, y2, y3), |y|2 = y2
1 + y2

2 + y2
3 = 1, ò.å. èíòåãðèðîâà-

íèå âåäåòñÿ ïî åäèíè÷íîé ñôåðå S1 â ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ
y. Èíòåãðèðîâàíèå ïî ñôåðå S1 ëåãêî ñâîäèòñÿ ê èíòåãðèðîâà-
íèþ ïî ïðÿìîóãîëüíèêó ñ ïîìîùüþ ïåðåõîäà ê ñôåðè÷åñêèì
êîîðäèíàòàì

y1 = cos θ, y2 = sin θ cosϕ, y3 = sin θ sinϕ.

Ýëåìåíò ïëîùàäè dSr(y) â ïåðåìåííûõ (r, θ, ϕ), ãäå r = |y|, èìå-
åò âèä dSr(y) = r2 sin θ dθ dϕ.

• Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî
lim
r→0

I(x, r) = I(x, 0) = h(x). (M1)

• Ñôåðè÷åñêîå ñðåäíåå îò òîæäåñòâåííîé ïîñòîÿííîé � ñàìà
ýòà ïîñòîÿííàÿ:

h(x) ≡ C ⇒ I(x, r) = C. (M2)

• Åñëè ôóíêöèÿ h(x) èìååò m íåïðåðûâíûõ ïðîèçâîäíûõ,
òî ñîîòâåòñòâóþùåå ñôåðè÷åñêîå ñðåäíåå I(x, r) òàêæå èìå-
åò m íåïðåðûâíûõ ïðîèçâîäíûõ, ÷òî ñëåäóåò èç èçâåñòíûõ
ïðàâèë äèôôåðåíöèðîâàíèÿ èíòåãðàëà ïî ïàðàìåòðàì:

h(x) ∈ C(m)(R3) ⇒ I(x, r) ∈ C(m)(R3 × R+). (M3)

Âàæíåéøåå äëÿ íàñ ñâîéñòâî ñôåðè÷åñêîãî ñðåäíåãî ñôîð-
ìóëèðóåì â âèäå òåîðåìû.

Òåîðåìà (óðàâíåíèå ñôåðè÷åñêèõ ñðåäíèõ). Ñôåðè÷åñêîå ñðåä-
íåå I(x, r) îò ïðîèçâîëüíîé äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöè-
ðóåìîé ôóíêöèè h(x) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ:

∂2

∂r2

(
rI(x, r)

)
= ∆x

(
rI(x, r)

)
. (M4)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì èíòåãðàë, âçÿòûé îò ôóíêöèè h(y)

ïî øàðó BR(x) ñ öåíòðîì â òî÷êå x è ðàäèóñà R, êàê ñóïåð-
ïîçèöèþ èíòåãðàëîâ îò h(y) ïî êîíöåíòðè÷åñêèì ñôåðàì Sr(x)

ñ îáùèì öåíòðîì � òî÷êîé x è ðàäèóñàìè r, 0 6 r 6 R:

∫
|z|6R

h(x + z) dz =

R∫
0

 ∫
|z|=r

h(x + z) dSr

 dr.

Ñäåëàâ â ïðàâîé ÷àñòè çàìåíó z = ry, ó÷òÿ, ÷òî dSr = r2dS1, à
òàêæå îïðåäåëåíèå (Md) ñôåðè÷åñêîãî ñðåäíåãî, ïîëó÷èì∫

|z|6R

h(x + z) dz =

R∫
0

4πr2I(x, r) dr.

Äåéñòâóÿ íà îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà îïåðàòîðîì Ëàïëàñà ∆x,
ïîëó÷àåì

∆x

( R∫
0

4πr2I(x, r) dr
)

=

∫
|z|6R

∆xh(x + z) dz =

=

∫
|z|6R

3∑
i=1

∂

∂xi

[
∂h

∂xi
(x + z)

]
dz.

Ïðèìåíÿÿ ê èíòåãðàëó ïî øàðó â ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëó Ãàóññà
� Îñòðîãðàäñêîãî, èìååì äàëåå

∆x

( R∫
0

4πr2I(x, r) dr
)

=

∫
|z|=R

3∑
i=1

∂h

∂xi
(x + z)νi dSR.



20 Â.Ë.Âàñêåâè÷. Ýëåìåíòû òåîðèè âîëí. ÊÐÈ Õàðáèí.

Çäåñü (ν1, ν2, ν3) = ν � åäèíè÷íàÿ âíåøíÿÿ íîðìàëü ê ñôåðå SR
â òî÷êå z. ßñíî, ÷òî νi = zi/R, i = 1, 2, 3. Ñäåëàâ â èíòåãðàëå
ïî ñôåðå çàìåíó z = Ry, ïðèäåì ê ñîîòíîøåíèþ

∆x

( R∫
0

4πr2I(x, r) dr
)

=

∫
|y|=1

3∑
i=1

∂h

∂xi
(x + Ry)yiR

2 dS1.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ îáå ÷àñòè (Md) ïî r,
ïîëîæèâ r = R è äîìíîæèâ ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî íà R2, ïðè-
äåì ê ñîîòíîøåíèþ

R2 ∂I

∂R
(x,R) =

1

4π

∫
|y|=1

3∑
i=1

∂h

∂xi
(x + Ry)yiR

2 dS1.

Ñðàâíèâàÿ äâà ïîñëåäíèõ ðàâåíñòâà, çàêëþ÷àåì, ÷òî

4πR2 ∂I

∂R
(x,R) = ∆x

( R∫
0

4πr2I(x, r) dr
)
. (M′

4)

Ïîî÷åðåäíî ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïîR îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (M′
4).

Òîãäà ñëåâà ïîëó÷èì âûðàæåíèå

∂

∂R

(
4πR2 ∂I

∂R
(x,R)

)
=4πR

(
R
∂2I

∂R2
(x,R) + 2

∂I

∂R
(x,R)

)
,

èëè, ïî ôîðìóëå Ëåéáíèöà:

∂

∂R

(
4πR2 ∂I

∂R
(x,R)

)
= 4πR

∂2

∂R2

(
RI(x,R)

)
.

Äèôôåðåíöèðóÿ ïî R ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà (M′
4) è ìåíÿÿ



Ëåêöèÿ 2 21

ìåñòàìè îïåðàòîðû ∂
∂R è ∆x, ïîëó÷àåì

∂

∂R

{
∆x

[ R∫
0

4πr2I(x, r) dr
]}

=

= ∆x

{
∂

∂R

[ R∫
0

4πr2I(x, r) dr
]}

=

= 4π∆x

{
R2I(x,R)

}
.

Ïðèðàâíèâàÿ íàéäåííûå âûðàæåíèÿ ïðîèçâîäíûõ ïî R, çàêëþ-
÷àåì, ÷òî

4πR
∂2

∂R2

(
RI(x,R)

)
= 4π∆x

(
R2I(x,R)

)
.

Ñîêðàùàÿ îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà íà 4πR, ïðèõîäèì ê íóæ-
íîìó íàì äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ (M4) äëÿ ñôåðè÷å-
ñêèõ ñðåäíèõ.

Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (M4) â ýêâèâàëåíòíîì âèäå, ââåäÿ îáî-
çíà÷åíèå

(Ωrh)(x) ≡ rI(x, r) =
r

4π

∫
|y|=1

h(x + ry) dS1.

Èìååì, î÷åâèäíî: ( ∂2

∂r2
−∆x

)
(Ωrh)(x) = 0. (M4)

Ïîëàãàÿ çäåñü r = at, ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå( ∂2

∂t2
− a2∆x

)
(Ωath)(x) = 0. (M′′

4)
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Ñëåäñòâèå. Ëþáóþ äâà ðàçà íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìóþ
ôóíêöèþ h(x) îïåðàòîð Ωat ïåðåâîäèò â ðåøåíèå Ωath(x) âîë-
íîâîãî óðàâíåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ (x, t).

Ïîñëåäíåå çàìå÷àíèå óêàçûâàåò íàì âïîëíå ðåãóëÿðíûé ñïî-
ñîá ïîëó÷åíèÿ ÷àñòíûõ ðåøåíèé òðåõìåðíîãî âîëíîâîãî óðàâ-
íåíèÿ.

20. Ïðîäîëæèì ðàññìîòðåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ òðåõìåðíîãî
âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ:

∂2u

∂t2
= a2

(
∂2u

∂x2
1

+
∂2u

∂x2
2

+
∂2u

∂x2
3

)
, t > 0,

u(x, 0) = f (x),
∂u

∂t
(x, 0) = g(x), x ∈ R3.

(CPn=3)

Çäåñü f (x) è g(x) � çàäàííûå ôóíêöèè, ïðè÷åì f (x) ∈ C(3)(R3),
à g(x) ∈ C(2)(R3). Ïðåäïîëîæèâ, ÷òî ó çàäà÷è (CPn=3) ñóùå-
ñòâóåò ãëàäêîå ðåøåíèå u(x, t), ïîëó÷èì ÿâíîå åãî ïðåäñòàâëå-
íèå ÷åðåç âàðüèðóåìûå äàííûå f (x) è g(x) çàäà÷è.
Çàôèêñèðîâàâ òî÷êó x èç R3, îáðàçóåì ôóíêöèþ Ωru(x, t)

äâóõ ïåðåìåííûõ r > 0 è t > 0:

Ωru(x, t) ≡ rI(x, r) =
r

4π

∫
|y|=1

u(x + ry, t) dS1.

Ïîêàæåì, ÷òî â ïåðåìåííûõ (r, t) ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøå-
íèåì îäíîìåðíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ:(

∂2

∂t2
− a2 ∂

2

∂r2

)
Ωru(x, t) = 0. (1)

Èìååì, èñïîëüçóÿ óæå óñòàíîâëåííîå ñîîòíîøåíèå (M4):(
∂2

∂t2
− a2 ∂

2

∂r2

)
Ωru(x, t) =

(
∂2

∂t2
− a2∆x

)
Ωru(x, t).
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Ìåíÿÿ ìåñòàìè îïåðàòîðû
(
∂2/∂t2 − a2∆x

)
è Ωr â ïðàâîé ÷àñòè

ýòîãî ðàâåíñòâà, ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ(
∂2

∂t2
− a2 ∂

2

∂r2

)
Ωru(x, t) = Ωr

{( ∂2

∂t2
− a2∆x

)
u

}
.

Àðãóìåíò îïåðàòîðà Ωr â ïðàâîé ÷àñòè, ñîãëàñíî óñëîâèþ, ÷òî
u(x, t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì òðåõìåðíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ,
ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííî íóëåâîé ôóíêöèåé. Ó÷èòûâàÿ ýòî è ïîëü-
çóÿñü ðàâåíñòâîì Ωr{0} = 0, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå (1).
Èç íà÷àëüíûõ äàííûõ çàäà÷è (CPn=3) è îïðåäåëåíèÿ Ωru

ïîëó÷àåì äàííûå Êîøè äëÿ ôóíêöèè Ωru(x, t) ïðè t = 0:
Ωru(x, 0) = Ωrf (x)

∂(Ωru)

∂t
(x, 0) = Ωrg(x)

ïðè x ∈ R3. (2)

Íàïîìíèì, ÷òî ïàðàìåòð r çäåñü ïîëîæèòåëåí. Ïîëüçóÿñü íå-
ïðåðûâíîñòüþ ôóíêöèè u(x, t) èìååì, î÷åâèäíî:

Ωru(x, t)
∣∣
r=0

= lim
r→0

r

4π

∫
|y|=1

u(x + ry, t) dS1 = 0. (3)

30. Óðàâíåíèå (1) è óñëîâèÿ (2)�(3) ñîñòàâëÿþò âìåñòå êðàå-
âóþ çàäà÷ó äëÿ Ωru(x, t) â êâàäðàíòå r > 0, t > 0. Ýòà çàäà÷à
óæå ðåøåíà íàìè è ïîëó÷åííàÿ äëÿ åå ðåøåíèÿ ôîðìóëà èìååò
ñîñòàâíîé âèä. Â óãëàõ

{0 6 r <∞, t > 0, at 6 r} è {0 6 r <∞, t > 0, at > r}

ôóíêöèÿ Ωru(x, t) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç äàííûå êðàåâîé çàäà÷è ïî-
ðàçíîìó. Ïðè 0 6 r 6 at â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (MPII)
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èìååì

Ωru(x, t) =
1

2

[
Ωat+rf (x)− Ωat−rf (x)

]
+

1

2a

at+r∫
at−r

Ωξg(x) dξ. (4)

Ñîãëàñíî ñâîéñòâó (M1) ñôåðè÷åñêîãî ñðåäíåãî è íåïðåðûâíî-
ñòè ôóíêöèè u(x, t) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

u(x, t) = lim
r→0

I(x, r) = lim
r→0

1

r
Ωru(x, t). (5)

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ìîìåíò âðåìåíè t > 0 ôèêñèðîâàí, òî ïðè
äîñòàòî÷íî ìàëûõ r íåðàâåíñòâî r − at < 0 çàâåäîìî âûïîëíå-
íî, ò.å. äëÿ îòûñêàíèÿ Ωru(x, t) ïðèìåíèìî ïðåäñòàâëåíèå (4).
Ïîäñòàâèâ åãî â ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà (5), âû÷èñëèì ñîîò-
âåòñòâóþùèé ïðåäåë.
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî 2r = (at + r)− (at− r), èìååì

lim
r→0

Ωat+rf (x)− Ωat−rf (x)

2r
=

∂

∂ζ

(
Ωζf

)
(x)
∣∣∣
ζ=at

. (6)

Àíàëîãè÷íî:

lim
r→0

1

2ar

at+r∫
at−r

Ωξg(x) dξ =
1

a
Ωξg(x)

∣∣∣
ξ=at

. (7)

Ðàâåíñòâà (5)�(7) ïðèâîäÿò â èòîãå ê ñîîòíîøåíèþ

u(x, t) =
∂

∂ζ
(Ωζf (x))

∣∣∣
ζ=at

+
1

a
Ωξg(x)

∣∣∣
ξ=at

.

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà âûðàæåíèÿ ôóíêöèé Ωζf (x) è Ωξg(x) â ñîîò-
âåòñòâèè ñ èõ îïðåäåëåíèåì, ïðèõîäèì ê ôîðìóëå Êèðõãîôà:

u(x, t) =
∂

∂t

( t

4π

∫
|y|=1

f (x + aty)dS1

)
+
t

4π

∫
|y|=1

g(x + aty)dS1.

(KF)
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Ìåòîä, èñïîëüçîâàííûé âûøå äëÿ åå âûâîäà, áûë ïðåäëîæåí
Ïóàññîíîì. Îòìåòèì, ÷òî ïðè f ∈ C(3)(R3) è g ∈ C(2)(R3) ôóíê-
öèÿ u(x, t), ïîëó÷àåìàÿ ïî ôîðìóëå Êèðõãîôà, èìååò âñþäó â
ïîëóïðîñòðàíñòâå t > 0 âòîðûå íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå.

40. Ñôîðìóëèðóåì îáùóþ òåîðåìó î ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è
Êîøè äëÿ òðåõìåðíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ.

Òåîðåìà (ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ). Åñëè íà-
÷àëüíûå äàííûå f (x) è g(x) â çàäà÷å Êîøè (CPn=3) äîñòà-
òî÷íî ãëàäêèå, ò.å. f ∈ C(3)(R3) è g ∈ C(2)(R3), òî åå ðåøå-
íèå u = u(x, t) ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííî è çàäàåòñÿ ôîðìó-
ëîé Êèðõãîôà (KF).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè u(x, t) � ãëàäêîå ðåøåíèå ðàññìàòðèâà-
åìîé çàäà÷è Êîøè, òî óæå äîêàçàíî, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ âûðàæà-
åòñÿ ÷åðåç f è g ïî ôîðìóëå (KF). Òåì ñàìûì, ðåøåíèå çàäà÷è
Êîøè åäèíñòâåííî.
×òîáû äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå, äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî

ïðàâàÿ ÷àñòü ôîðìóëû Êèðõãîôà óäîâëåòâîðÿåò âñåì òðåáó-
åìûì óñëîâèÿì, ò.å. âîëíîâîìó óðàâíåíèþ è íà÷àëüíûì äàí-
íûì. Ïðîäåëàéòå ýòî ñàìîñòîÿòåëüíî, îïèðàÿñü íà óñòàíîâëåí-
íûå âûøå ñâîéñòâà ñôåðè÷åñêèõ ñðåäíèõ.

Çàìå÷àíèå. Â ïîëóïðîñòðàíñòâå t > 0 ðàâåíñòâî (KF) ìîæ-
íî ðàññìàòðèâàòü êàê ôîðìóëó îáùåãî ðåøåíèÿ òðåõìåðíîãî
âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ. Â ñàìîì äåëå, åñëè u(x, t) � ïðîèçâîëü-
íîå ðåøåíèå òðåõìåðíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ, è ïðè ýòîì
u(x, 0) ∈ C(3)(R3), à ∂u/∂t (x, 0) ∈ C(2)(R3), òî, î÷åâèäíî, ðà-
âåíñòâî (KF) èìååò ìåñòî ñ äàííûìè

f (x) ≡ u(x, 0) è g(x) ≡ ∂u

∂t
(x, 0).
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50. Ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé Êèðõãîôà, ñäåëàåì ðÿä çàêëþ÷åíèé
î ðàñïðîñòðàíåíèè âîëí â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.
Ïóñòü x = (x1, x2, x3) � òî÷êà èç R3, V � îãðàíè÷åííàÿ îá-

ëàñòü â R3, S = ∂V � ãðàíèöà V . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ
u(x, t) � ðåøåíèå âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ

∂2u

∂t2
= a2

(
∂2u

∂x2
1

+
∂2u

∂x2
2

+
∂2u

∂x2
3

)
ïðè t > 0

è ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè çíà÷åíèÿ u(x, t) è åå ïðîèç-
âîäíîé ïî t ñîñðåäîòî÷åíû â îáëàñòè V :

f (y) ≡ u(y, 0) = 0

g(y) =
∂u

∂t
(y, 0) = 0

äëÿ ∀ y : y 6∈ V.

Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò òàêæå, ÷òî íîñèòåëè ôóíêöèé f (y) è g(y)

ñîäåðæàòñÿ â V . Äëÿ òî÷êè x = (x1, x2, x3) âíå V îáîçíà÷èì
íàèìåíüøåå è íàèáîëüøåå ðàññòîÿíèÿ îò íåå äî S = ∂V ÷åðåç
d è D ñîîòâåòñòâåííî.

Âûÿñíèì, êàê âåäåò ñåáÿ ôóíêöèÿ u(x, t) â âûáðàííîé òî÷êå
x ñ èçìåíåíèåì t. ×òîáû íàéòè u(x, t), äîñòàòî÷íî âîñïîëüçî-
âàòüñÿ ôîðìóëîé Êèðõãîôà. Îáà èíòåãðàëà â ôîðìóëå (KF)
áåðóòñÿ ïî ñôåðå Sat(x) ñ öåíòðîì â òî÷êå x è ðàäèóñà at.
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Åñëè 0 < t < d/a, òî ñôåðà Sat(x) íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ îáëàñòüþ
V , è òåì ñàìûì, îáà óïîìÿíóòûõ èíòåãðàëà áåðóòñÿ îò òîæäå-
ñòâåííî íóëåâîé ôóíêöèè. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ýòèõ t çíà÷åíèÿ
u(x, t) ðàâíû íóëþ. Èíûìè ñëîâàìè, ïðè 0 < t < d/a â òî÷êå x
âñÿêèå âîçìóùåíèÿ îòñóòñòâóþò.
Äàëåå, ïðè d/a 6 t 6 D/a ñôåðà Sat(x) èìååò ñ îáëàñòüþ V

íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå. Ñëåäîâàòåëüíî, çíà÷åíèÿ u(x, t) ïðè ýòèõ
t, âîîáùå ãîâîðÿ, îòëè÷àþòñÿ îò íóëÿ. Èíûìè ñëîâàìè, â ýòîò
âðåìåííîé èíòåðâàë �íà÷àëüíûå âîçìóùåíèÿ äîõîäÿò äî òî÷-
êè x�. Íàêîíåö, ïðè t > D/a ñôåðà Sat(x) ñ îáëàñòüþ V ñíîâà
íå ïåðåñåêàåòñÿ, ò.å. ïðè t > D/a âîëíû â òî÷êå x óæå íåò:
u(x, t) = 0.
Ïîäîáíîå ïîâåäåíèå âîëí ïðèíÿòî îïèñûâàòü ñ ïîìîùüþ ïî-

íÿòèé �ïåðåäíåãî� è �çàäíåãî� ôðîíòîâ.

Îïðåäåëåíèå. Â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè t0 ïåðåäíèì ôðîí-
òîì âîëíû íàçûâàåòñÿ ïîâåðõíîñòü â R3, îòäåëÿþùàÿ òî÷êè
ïðîñòðàíñòâà, êîòîðûå åùå íå íà÷àëè êîëåáàòüñÿ, îò òåõ,
êîòîðûå óæå êîëåáëþòñÿ.

Èç ïðèâåäåííûõ âûøå ðàññóæäåíèé âûòåêàåò, ÷òî âñå òî÷êè
ïåðåäíåãî ôðîíòà âîëíû â ìîìåíò âðåìåíè t0 îòñòîÿò îò ïî-
âåðõíîñòè S = ∂V íà ðàññòîÿíèå, ðàâíîå at0. Òàêèì îáðàçîì,
ïåðåäíèé ôðîíò âîëíû â ìîìåíò âðåìåíè t0 îáðàçóþò ëåæàùèå
âíå îáëàñòè V òî÷êè ïîâåðõíîñòè, îãèáàþùåé ñåìåéñòâî ñôåð
ñ öåíòðàìè íà ãðàíèöå S è îäèíàêîâîãî ðàäèóñà at0.

Îïðåäåëåíèå. Çàäíèé ôðîíò âîëíû � ýòî ïîâåðõíîñòü â R3,
îòäåëÿþùàÿ òî÷êè ïðîñòðàíñòâà, êîòîðûå óæå ïåðåñòàëè
êîëåáàòüñÿ, îò òåõ, êîòîðûå åùå êîëåáëþòñÿ.
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Ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíîâûõ ôðîíòîâ â ðàññìîòðåí-
íîì íàìè ñëó÷àå ïîñòîÿííà è ðàâíà a. Íàëè÷èå ó âîëíû â òðåõ-
ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ïåðåäíåãî è çàäíåãî ôðîíòîâ, íàçûâàåòñÿ
ïðèíöèïîì Ãþéãåíñà.
Åñëè â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, â êîòîðîì ðàñïðîñòðàíÿ-

åòñÿ âîëíà, èìåþòñÿ ïðåïÿòñòâèÿ, òî ïðèíöèï Ãþéãåíñà íå âû-
ïîëíÿåòñÿ.

60. Ñðåäè âñåâîçìîæíûõ ðåøåíèé âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ïðè-
íÿòî âûäåëÿòü ñïåöèàëüíûå êëàññû ñôåðè÷åñêèõ, öèëèíäðè÷å-
ñêèõ è ïëîñêèõ âîëí. Äàäèì ñîîòâåòñòâóþùèå îïðåäåëåíèÿ.
Ïóñòü x = (x1, x2, . . . , xn) � òî÷êà èç Rn, n > 2, t > 0.

Îïðåäåëåíèå. Ðåøåíèå u(x, t) âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ

∂2u

∂t2
− a2

(
∂2u

∂x2
1

+
∂2u

∂x2
2

+ · · · + ∂2u

∂x2
n

)
= 0 ⇔ �au = 0

íàçûâàåòñÿ ñôåðè÷åñêîé âîëíîé, åñëè îíî èìååò âèä

u = u(r, t), ãäå r = |x| =
√
x2

1 + x2
2 + · · · + x2

n.

Â ôèêñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ ñôå-
ðè÷åñêîé âîëíû, à çíà÷èò, è åå ôðîíòû, ñîâïàäàþò ñ êîíöåí-
òðè÷åñêèìè ñôåðàìè |x| = R.
Íàéäåì îáùèé âèä ñôåðè÷åñêîé âîëíû ïðè n = 3. Ñîñ÷è-

òàåì äèôôåðåíöèàëüíîå âûðàæåíèå �au(x, t), ó÷òÿ ðàâåíñòâî
u = u(|x|, t). Èìååì:

∂2u

∂t2
− a2

n∑
j=1

∂

∂xj

(
∂u

∂r

∂r

∂xj

)
=
∂2u

∂t2
− a2

n∑
j=1

∂

∂xj

(
∂u

∂r

xj
r

)
,
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è äàëåå:

�au =
∂2u

∂t2
− a2

n∑
j=1

∂2u

∂r2

x2
j

r2
− a2

n∑
j=1

∂u

∂r

(
1

r
−
x2
j

r3

)
=

∂2u

∂t2
− a2∂

2u

∂r2
− a2n− 1

r

∂u

∂r
=
∂2u

∂t2
− a2 1

rn−1

∂

∂r

(
rn−1∂u

∂r

)
.

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå �au(x, t) = 0 â ñëó÷àå ñôåðè÷åñêîé
âîëíû ïðèíèìàåò âèä:

∂2u

∂t2
− a2 1

rn−1

∂

∂r

(
rn−1∂u

∂r

)
= 0. (Wsc)

Ïóñòü n > 3 è w = rn−2u, òîãäà

∂

∂r

(
rn−1∂u

∂r

)
= r

∂2w

∂r2
− (n− 3)

∂w

∂r
.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ðàâåíñòâî â óðàâíåíèå (Wsc) è äîìíîæàÿ ðå-
çóëüòàò íà rn−2, ïîëó÷àåì

∂2w

∂t2
− a2∂

2w

∂r2
+ a2n− 3

r

∂w

∂r
= 0.

Ïðè n = 3 ýòî óðàâíåíèå ñèëüíî óïðîùàåòñÿ, ïðèíèìàÿ âèä îä-
íîìåðíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ â êâàäðàíòå:

∂2w

∂t2
− a2∂

2w

∂r2
= 0 ïðè t > 0, r > 0.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé îáùåãî ðåøåíèÿ äëÿ îäíîìåðíî-
ãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ñóùåñòâóþò òàêèå äâàæäû íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè f è g îäíîé ïåðåìåííîé, ÷òî

w(r, t) = f (r − at) + g(r + at).
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Ñëåäñòâèå. Ïðîèçâîëüíàÿ ñôåðè÷åñêàÿ âîëíà â òðåõìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå ïðåäñòàâèìà â âèäå

u(|x|, t) =
f (|x| − at) + g(|x| + at)

|x|
,

ãäå f è g � íåêîòîðûå äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå
ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé.

Óïðàæíåíèå. Äëÿ êàêèõ ôóíêöèé f è g ñóùåñòâóþò:
à). êîíå÷íûé ïðåäåë u(|x|, t) ïðè |x| → 0?
á). êîíå÷íûå ïðåäåëû uxj(|x|, t), ut(|x|, t) ïðè |x| → 0?
â). êîíå÷íûå ïðåäåëû uxjxj(|x|, t) ïðè |x| → 0?

Äàäèì îïðåäåëåíèå öèëèíäðè÷åñêîé âîëíû â òðåõìåðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå.

Îïðåäåëåíèå. Ðåøåíèå u(x1, x2, x3, t) òðåõìåðíîãî âîëíîâîãî
óðàâíåíèÿ íàçûâàåòñÿ öèëèíäðè÷åñêîé âîëíîé, åñëè îíî èìååò
âèä

u(x1, x2, x3, t) = u(ρ, t), ãäå ρ =
√
x2

1 + x2
2.

Â ôèêñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè t ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ öè-
ëèíäðè÷åñêîé âîëíû, à çíà÷èò è åå ôðîíòû, ñîâïàäàþò ñ ñîîñ-
íûìè öèëèíäðàìè ρ = R â ïðîñòðàíñòâå (x1, x2, x3).
Öèëèíäðè÷åñêàÿ âîëíà u = u(ρ, t) ÿâëÿåòñÿ â ïåðåìåííûõ

(ρ, t) ðåøåíèåì ñëåäóþùåãî óðàâíåíèÿ:

∂2u

∂t2
− a2 1

ρ

∂

∂ρ

(
ρ
∂u

∂ρ

)
= 0.

Â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ óáåäèòåñü â ýòîì ñàìîñòîÿòåëüíî.
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Ëåêöèÿ 3.

Òåìà II. Çàäà÷è äëÿ òðåõìåðíîãî è äâóìåðíîãî âîëíîâûõ óðàâíåíèé. 60. Ñôå-
ðè÷åñêèå, öèëèíäðè÷åñêèå è ïëîñêèå âîëíû. 70. Âûâîä ôîðìóëû Ïóàññîíà ìåòîäîì ñïóñ-
êà. 80. Ïðèíöèï Äþàìåëÿ äëÿ íåîäíîðîäíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ. 90. Çàïàçäûâàþùèé
ïîòåíöèàë.

60. Åùå îäèí âàæíûé êëàññ ðåøåíèé âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ
îáðàçóþò ïëîñêèå âîëíû. Äàäèì ñîîòâåòñòâóþùåå îïðåäåëåíèå
â ñëó÷àå ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ è ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
áîëåå îáùåãî âèäà ÷åì âîëíîâîå, íî ïðåæäå óñëîâèìñÿ îá îáî-
çíà÷åíèÿõ.
Âåêòîð α = (α1, α2, . . . , αn) ñ íåîòðèöàòåëüíûìè öåëûìè êî-

îðäèíàòàìè íàçûâàþò ìóëüòèèíäåêñîì. Ïîðÿäêîì ìóëüòèèí-
äåêñà α íàçûâàþò ñóììó åãî êîìïîíåíò:

|α| =
n∑
i=1

αi > 0.

Äëÿ ëþáîãî âåêòîðà ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) èç Rn ôóíêöèÿ ξα, ãäå
α � ìóëüòèèíäåêñ, îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

ξα = ξα1
1 ξ

α2
2 . . . ξαnn .

Ïóñòü x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn. ×àñòíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî
ïåðåìåííîé xi îáîçíà÷èì êàê Di, ò.å. ïîëîæèì

Di =
∂

∂xi
.

Ñîñòàâèì âåêòîðD = (D1, . . . , Dn), òîãäàDα = Dα1
1 D

α2
2 . . . Dαn

n .
Åñëè |α| = m > 0, òî äëÿ ôóíêöèè u = u(x), îáëàäàþùåé

íåïðåðûâíûìè ïðîèçâîäíûìè ïîðÿäêà m, îïðåäåëåíû ñìåøàí-
íûå ïðîèçâîäíûå ïîðÿäêà m:

Dαu(x) ≡ ∂mu

∂xα1
1 ∂x

α2
2 . . . ∂xαnn

, ∀α : |α| = m.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñÿêîìó ìóëüòèèíäåêñó α : |α| 6 m ñîïî-
ñòàâëåíà ôóíêöèÿ aα = aα(x). Âûðàæåíèå âèäà

L(x,D) ≡
∑
|α|6m

aα(x)Dα

íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì äèôôåðåíöèàëüíûì îïåðàòîðîì ñ êîýô-
ôèöèåíòàìè aα, |α| 6 m. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðè âñåõ x ñðåäè
êîýôôèöèåíòîâ aα(x), ñîîòâåòñòâóþùèõ ìóëüòèèíäåêñàì ñòàð-
øåãî ïîðÿäêà m, èìååòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå îäèí íåíóëåâîé è
òîãäà ãîâîðÿò, ÷òî îïåðàòîð L(x,D) èìååò ïîðÿäîê m.
Ñòàðøåé ÷àñòüþ ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà

L(x,D) íàçûâàþò îïåðàòîð

L0(x,D) =
∑
|α|=m

aα(x)Dα.

Åñëè îïåðàòîð L(x,D) ñîâïàäàåò ñî ñâîåé ñòàðøåé ÷àñòüþ, òî
åãî íàçûâàþò îäíîðîäíûì.
Åñëè âñå êîýôôèöèåíòû aα îïåðàòîðà L(x,D) íå çàâèñÿò îò

x, òî ãîâîðÿò îá îïåðàòîðå ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè.
Çàìåíÿÿ â L0(x,D) îïåðàòîðû ÷àñòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

Di íà ïåðåìåííûå ξi, ïîëó÷àåì ñîîòâåòñòâóþùèé L(x,D) õàðàê-
òåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì

Pm(ξ) =
∑
|α|=m

aα(x)ξα.

Ðàññìîòðèì â ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ ξ ïîâåðõíîñòü Pm(ξ) = 0.
Ýòî � êîíè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü, èáî âìåñòå ñ âåêòîðîì ξ, ëå-
æàùèì íà íåé, òàì æå ëåæèò è âåêòîð λξ äëÿ ëþáîãî λ > 0.
Ïîñëåäíåå çàìå÷àíèå ñðàçó æå ñëåäóåò èç îäíîðîäíîñòè õàðàê-
òåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà Pm(ξ).
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Íåíóëåâîé âåêòîð ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêîé íîðìàëüþ (õàðàêòåðèñòè÷åñêèì íàïðàâëåíèåì) äëÿ
ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ L(x,D)u = 0, åñëè ξ óäîâëåòâîðÿåò ðà-
âåíñòâó Pm(ξ) = 0. Â ýòîé ñâÿçè ðàâåíñòâî Pm(ξ) = 0 íàçûâàþò
óðàâíåíèåì êîíóñà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ íàïðàâëåíèé (íîðìà-
ëåé).
Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà L(x,D) ïîðÿäêàm� ýòî ìíî-

æåñòâî ôóíêöèé ~u = ~u(x), èìåþùèõ íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå
ïîðÿäêà m. Îáëàñòü æå åãî çíà÷åíèé â ýòîì ñëó÷àå ñîäåðæèòñÿ
â ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé.
Ïóñòü ëèíåéíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð L(x,D) îäíî-

ðîäåí è èìååò ïîñòîÿííûå êîýôôèöèåíòû. Ðàññìîòðèì ñîîòâåò-
ñòâóþùåå åìó äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå∑

|α|=m

aαD
αu = 0. (Em)

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ u = u(x1, . . . , xn), ÿâëÿþùàÿñÿ ðåøå-
íèåì óðàâíåíèÿ (Em), íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì òèïà ïëîñêîé âîë-
íû, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå âåêòîð N = (N1, . . . , Nn) 6≡ 0 è
ôóíêöèÿ ψ = ψ(ξ) îäíîé ïåðåìåííîé, ÷òî u(x) ïðåäñòàâèìà â
âèäå

u(x) = ψ(N1x1 + · · · + Nnxn) ≡ ψ(Nx). (PW)

Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ψ(ξ) íå ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì
ñòåïåíè 6 m− 1.

Çàìåòèì, ÷òî ëþáîé ïîëèíîì ñòåïåíè6 m− 1 ðåøåíèåì óðàâ-
íåíèÿ (Em) ÿâëÿåòñÿ, íî ýòîò âûðîæäåííûé ñëó÷àé èç îïðåäå-
ëåíèÿ ïëîñêèõ âîëí èñêëþ÷åí.
Ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ ïëîñêîé âîëíû, à çíà÷èò è åå ôðîíòû,
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ñîâïàäàþò ñ ñåìåéñòâîì ïàðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòåé

N1x1 + N2x2 + · · · + Nnxn = C.

Âûÿñíèì, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ôóíêöèÿ (PW) ðåøàåò óðàâ-
íåíèå (Em). Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ðàâåíñòâà u(x) = ψ(Nx) â èñ-
õîäíîå óðàâíåíèå (Em) ïîëó÷èì∑

|α|=m

aαN
α1
1 . . . Nαn

n ψ(m)(Nx) = 0.

Ïî óñëîâèþ íàéäåòñÿ íåíóëåâîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî ξ òàêîå,
÷òî ψ(m)(ξ) 6= 0. Âçÿâ â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå Nx = ξ, çàêëþ÷à-
åì, ÷òî îíî ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ ëèøü ïðè óñëîâèè, ÷òî∑

|α|=m

aαN
α1
1 . . . Nαn

n =
∑
|α|=m

aαN
α = 0. (PW′)

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âåêòîð N ïðèíàäëåæèò êîíóñó õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêèõ íîðìàëåé óðàâíåíèÿ (Em), êîòîðûé òåì ñàìûì îáÿ-
çàí ñîäåðæàòü íåíóëåâûå âåêòîðû.
Îáðàòíî, åñëè âåêòîð N = (N1, . . . , Nn) ïðèíàäëåæèò êîíó-

ñó õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ íîðìàëåé óðàâíåíèÿ (Em),òî ôóíêöèÿ
u(x) = ψ(Nx) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì òèïà ïëîñêîé âîëíû ýòîãî
ñàìîãî óðàâíåíèÿ.

Çàìå÷àíèå. Åñëè êîíóñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ íîðìàëåé óðàâ-
íåíèÿ ñîäåðæèò åäèíñòâåííûé âåùåñòâåííûé âåêòîð � òîæ-
äåñòâåííûé íóëü, òî óðàâíåíèå íå ìîæåò èìåòü ðåøåíèé
òèïà ïëîñêîé âîëíû.

Ïðèìåð. Ìíîãîìåðíîå âîëíîâîå óðàâíåíèå �au = 0 èìååò
ñëåäóþùèå ðåøåíèÿ òèïà ïëîñêîé âîëíû:

u(x, t) = ψ(ωt− kx), ãäå kx =

n∑
j=1

kjxj,
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à âåêòîð (k1, . . . , kn, ω) ïðèíàäëåæèò êîíóñó õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêèõ íîðìàëåé âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ:

ω2 = a2|k|2 = a2
n∑
j=1

k2
j .

70. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ â ñëó-
÷àå äâóõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ x = (x1, x2) ∈ R2:

∂2u

∂t2
− a2

(
∂2u

∂x2
1

+
∂2u

∂x2
2

)
= 0, t > 0,

u(x, 0) = ϕ(x), x ∈ R2,

∂u

∂t
(x, 0) = ψ(x), x ∈ R2.

(CPn=2)

Çäåñü ϕ(x) è ψ(x) � çàäàííûå ôóíêöèè, ïðè÷åì ϕ(x) ∈ C(3)(R2),
à ψ(x) ∈ C(2)(R2). Âûðàçèì ôóíêöèþ u = u(x1, x2, t) ÿâíî ÷åðåç
íà÷àëüíûå äàííûå çàäà÷è (CPn=2).
Ïðîäîëæèì ðåøåíèå u = u(x1, x2, t) çàäà÷è (CPn=2) äî ôóíê-

öèè v(x1, x2, x3, t), ïîëîæèâ v(x1, x2, x3, t) = u(x1, x2, t). ßñíî,
÷òî òàê îïðåäåëåííàÿ ôóíêöèÿ v ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñëåäóþ-
ùåé çàäà÷è Êîøè äëÿ òðåõìåðíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ â ïðî-
ñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ (x1, x2, x3) ∈ R3 è t > 0:

∂2v

∂t2
− a2

(
∂2v

∂x2
1

+
∂2v

∂x2
2

+
∂2v

∂x2
3

)
= 0,

v(x1, x2, x3, 0) = ϕ(x1, x2),

∂v

∂t
(x1, x2, x3, 0) = ψ(x1, x2).

(CP′n=3)
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Âîñïîëüçîâàâøèñü äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (CP′n=3) ôîðìóëîé Êèðõ-
ãîôà, ïîëó÷èì ÿâíîå ïðåäñòàâëåíèå èñêîìîé ôóíêöèè:

u(x1, x2, t) =
∂

∂t

( t

4π

∫
y2

1+y2
2+y2

3=1

ϕ(x1 + aty1, x2 + aty2) dS1

)
+

+
t

4π

∫
y2

1+y2
2+y2

3=1

ψ(x1 + aty1, x2 + aty2) dS1.

Êàæäûé èç èíòåãðàëîâ â ïðàâîé ÷àñòè ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà
ïðåäñòàâèì êàê ñóììó äâóõ èíòåãðàëîâ, ïåðâûé èç êîòîðûõ áå-
ðåòñÿ ïî âåðõíåé ïîëóñôåðå

{y3 > 0, y2
1 + y2

2 + y2
3 = 1}

åäèíè÷íîé ñôåðû, âòîðîé æå � ïî åå íèæíåé ÷àñòè

{y3 < 0, y2
1 + y2

2 + y2
3 = 1}.

Â ñëó÷àå, êîãäà ïîäûíòåãðàëüíûå âûðàæåíèÿ íå çàâèñÿò îò y3,
óêàçàííûå èíòåãðàëû ïî ïîëóñôåðàì ìåæäó ñîáîé ðàâíû. Òà-
êèì îáðàçîì, èìååì∫
y2

1+y2
2+y2

3=1

h(x1 + aty1, x2 + aty2) dS1 =

= 2

∫
y2

1+y2
2+y2

3=1, y3>0

h(x1 + aty1, x2 + aty2) dS1.

Çäåñü h = h(x1, x2) � ýòî ëèáî ϕ(x1, x2), ëèáî ψ(x1, x2). Óðàâ-
íåíèå âåðõíåé ïîëóñôåðû çàïèøåì âèäå

y3 =
√

1− y2
1 − y2

2 ≡ z(y1, y2).
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Êàê èçâåñòíî èç ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, ýëåìåíò ïëîùàäè
dS ïðè ýòîì èìååò âèä

dS =
√

1 + z2
y1

+ z2
y2
dy1dy2 =

1√
1− y2

1 − y2
2

dy1dy2.

Ïðîåêöèÿ âåðõíåé ïîëóñôåðû íà ïëîñêîñòü y3 = 0 ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé åäèíè÷íûé êðóã {(y1, y2) | y2

1 + y2
2 6 1}. Ïîýòîìó∫

|y|=1

h(x1 + aty1, x2 + aty2) dS =2

∫
y2

1+y2
261

h(x1 + aty1, x2 + aty2)√
1− y2

1 − y2
2

dy1dy2.

Ïîëüçóÿñü ýòîé ôîðìóëîé äâàæäû, ïðèõîäèì â èòîãå ê ðàâåí-
ñòâó

u(x1, x2, t) =
∂

∂t

{ t

2π

∫
y2

1+y2
261

ϕ(x1 + aty1, x2 + aty2)√
1− y2

1 − y2
2

dy1dy2

}

+
t

2π

∫
y2

1+y2
261

ψ(x1 + aty1, x2 + aty2)√
1− y2

1 − y2
2

dy1dy2. (PF)

Ýòî � ôîðìóëà Ïóàññîíà, äàþùàÿ ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ
äâóìåðíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ. Ìåòîä, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî
ôîðìóëà (PF) áûëà ïîëó÷åíà, áûë ïðåäëîæåí ôðàíöóçñêèì
àêàäåìèêîì Æ. Àäàìàðîì (1865�1963).
Èç ôîðìóëû Ïóàññîíà ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî â ñëó÷àå äâóõ

ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ ðàñïðîñòðàíåíèå âîçìóùåíèé,
ñîñðåäîòî÷åííûõ â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè â îãðàíè÷åííîé
ïëîñêîé îáëàñòè, ïðîèñõîäèò òàêèì îáðàçîì, ÷òî ïåðåäíèé
ôðîíò âîëíû ñóùåñòâóåò, â òî âðåìÿ êàê çàäíèé åå ôðîíò
îòñóòñòâóåò.
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Ñëåäîâàòåëüíî, â äâóìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ïðèíöèï Ãþéãåí-
ñà ìåñòà íå èìååò. Âîîáùå, â ïðîñòðàíñòâå ÷åòíîé ðàçìåðíîñòè
ïðèíöèï Ãþéãåíñà íåñïðàâåäëèâ.

80. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè äëÿ íåîäíîðîäíîãî âîëíîâîãî
óðàâíåíèÿ

∂2u

∂t2
− a2∆u = f (x, t) ïðè t > 0,

u(x, 0) = ϕ(x)
∂u

∂t
(x, 0) = ψ(x)

ïðè x ∈ Rn.
(CPn)

Çäåñü x = (x1, x2, . . . , xn), à n ïðèíàäëåæèò {1, 2, 3}. Ôóíêöèè
ϕ(x), ψ(x) è f (x, t) òàêîâû, ÷òî ïðè n = 2 èëè n = 3 ñïðàâåä-
ëèâû âêëþ÷åíèÿ

ϕ(x) ∈ C(3)(Rn), ψ(x) ∈ C(2)(Rn), f (x, t) ∈ C(2)(t > 0).

Åñëè æå n = 1, òî òðåáóåòñÿ, ÷òîáû

ϕ(x) ∈ C(2)(R), ψ(x) ∈ C(1)(R), f (x, t) ∈ C(1)(t > 0).

Ôóíêöèþ u(x, t) òðåáóåòñÿ íàéòè ïðè t > 0, íà÷àëüíûå äàí-
íûå ϕ(x) è ψ(x) çàäàíû íà âñåì ïðîñòðàíñòâå.
Ïðåäïîëîæèâ ñíà÷àëà, ÷òî ϕ(x) = ψ(x) = 0, íàéäåì ðåøåíèå

v(x, t) ñëåäóþùåé çàäà÷è
∂2v

∂t2
− a2∆v = f (x, t) ïðè t > 0,

v(x, 0) =
∂v

∂t
(x, 0) = 0 ïðè x ∈ Rn.

Ðåøåíèå òàêîé çàäà÷è Êîøè ïîëó÷àåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà
Äþàìåëÿ. Äàäèì åãî îáùóþ ôîðìóëèðîâêó â âèäå ëåììû.
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Ëåììà (ïðèíöèï Äþàìåëÿ). Ïóñòü êîýôôèöèåíòû ëèíåéíî-
ãî îïåðàòîðà L(x,D) ≡

∑
|α|6m

aα(x)Dα íåïðåðûâíû íà âñåì Rn.

Åñëè ôóíêöèÿ w(x, t, τ ) ïåðåìåííûõ x ∈ Rn, t ∈ R+ è τ ∈ R+

ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè
∂2w

∂t2
= L(x,D)w, t > 0, τ > 0,

w(x, 0, τ ) = 0,
∂w

∂t
(x, 0, τ ) = f (x, τ ),

x ∈ Rn, τ > 0,
(CP0)

òî çàäàâàåìûé ðàâåíñòâîì v(x, t) ≡
t∫

0

w(x, t− τ, τ ) dτ èíòå-

ãðàë Äþàìåëÿ v(x, t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñëåäóþùåé çàäà÷è
Êîøè äëÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ:

∂2v

∂t2
= L(x,D)v + f (x, t) t > 0,

v(x, 0) =
∂v

∂t
(x, 0) = 0 x ∈ Rn.

(CPf)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî èíòåãðàë Äþàìåëÿ v(x, t) ðå-
øàåò çàäà÷ó (CPf). Èç íåïðåðûâíîñòè w(x, t, τ ) ñëåäóåò, ÷òî
v(x, 0) = 0. Äàëåå, ïîëüçóÿñü ïðàâèëîì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ èí-
òåãðàëà ïî ïàðàìåòðó, èìååì:

∂v

∂t
(x, t) = w(x, t− τ, τ )

∣∣∣
τ=t

+

t∫
0

∂w

∂t
(x, t− τ, τ ) dτ.

Ïî óñëîâèþ w(x, 0, t) = 0, ïîýòîìó

∂v

∂t
(x, t) =

t∫
0

∂w

∂t
(x, t− τ, τ ) dτ.
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Â ÷àñòíîñòè, ïðè t = 0 èìååì ∂v
∂t (x, 0) = 0. Ïðîäèôôåðåíöèðî-

âàâ v(x, t) ïî t åùå ðàç, ïîëó÷èì

∂2v

∂t2
(x, t) =

∂w

∂t
(x, t− τ, τ )

∣∣∣
τ=t

+

t∫
0

∂2w

∂t2
(x, t− τ, τ ) dτ.

Ñîãëàñíî óñëîâèþ, ∂w∂t (x, 0, t) = f (x, t), à òàêæå

∂2w

∂t2
(x, t, τ ) = L(x,D)w(x, t, τ ).

Ïîäñòàâèâ ýòè ñîîòíîøåíèÿ â ïðåäûäóùåå ðàâåíñòâî, ïîëó÷èì

∂2v

∂t2
(x, t) = f (x, t) +

t∫
0

L(x,D)w(x, t− τ, τ ) dτ.

Âûíîñÿ îïåðàòîð L(x,D) çà çíàê èíòåãðàëà, ÷òî âîçìîæíî â
ñèëó ãëàäêîñòè w(x, t, τ ) è èçâåñòíûõ òåîðåì ìàòåìàòè÷åñêîãî
àíàëèçà î äèôôåðåíöèðîâàíèè èíòåãðàëîâ, èìååì

t∫
0

L(x,D)w(x, t− τ, τ ) dτ =

= L(x,D)
[ t∫

0

w(x, t− τ, τ ) dτ
]

= L(x,D)v(x, t).

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ v(x, t) óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì
çàäà÷è Êîøè (CPf).

Ïðèìåíèì ïðèíöèï Äþàìåëÿ ê çàäà÷å Êîøè äëÿ îäíîìåð-
íîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ñ íóëåâûìè íà÷àëüíûìè äàííûìè. Â
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ýòîì ñëó÷àå íàõîäèì ïî ôîðìóëå Äàëàìáåðà:

w(x, t, τ ) =
1

2a

x+at∫
x−at

f (ξ, τ ) dξ.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â èíòåãðàë Äþàìåëÿ, ïîëó÷àåì

v(x, t) =

t∫
0

w(x, t− τ, τ ) dτ =
1

2a

t∫
0

x+a(t−τ)∫
x−a(t−τ)

f (ξ, τ ) dξ dτ .

Îïðåäåëåííàÿ òàêèì îáðàçîì ôóíêöèÿ v(x, t) äàåò ÷àñòíîå ðå-
øåíèå îäíîìåðíîãî íåîäíîðîäíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ.
Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ íåîäíîðîäíîãî îä-

íîìåðíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä:

u(x, t) =
ϕ(x− at) + ϕ(x + at)

2
+

+
1

2a

x+at∫
x−at

ψ(ξ) dξ +
1

2a

t∫
0

x+a(t−τ)∫
x−a(t−τ)

f (ξ, τ ) dξ dτ.

90. Â ñëó÷àå òðåõìåðíîãî íåîäíîðîäíîãî âîëíîâîãî óðàâíå-
íèÿ ïî ôîðìóëå Êèðõãîôà èìååì

w(x, t, τ ) =
t

4π

∫
y2

1+y2
2+y2

3=1

f (x + aty, τ ) dS1.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ èíòåãðàëà Äþàìåëÿ ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùåå
âûðàæåíèå:

v(x, t) =

t∫
0

(t− τ )

4π

∫
|y|=1

f (x + a(t− τ )y, τ ) dS1 dτ.
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Âî âíóòðåííåì èíòåãðàëå ïî dS1 ñäåëàåì çàìåíó

z = x + a(t− τ )y ⇔ y =
z − x
a(t− τ )

.

Ïðè ýòîì åäèíè÷íàÿ ñôåðà y2
1 + y2

2 + y2
3 = 1 ïåðåõîäèò â ñôåðó

{z ∈ R3 | |z − x| = a(t− τ )},

à ýëåìåíò ïëîùàäè dS1 ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

dS1 =
1

a2(t− τ )2
dSa(t−τ).

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì èíòåãðàë Äþàìåëÿ v(x, t) çàïèøåòñÿ òàê:

1

4πa2

t∫
0

1

(t− τ )

∫
|z−x|=a(t−τ)

f (z, τ ) dSa(t−τ) dτ.

Ñäåëàâ â èíòåãðàëå ïî dτ çàìåíó τ = t− r/a, ïðè êîòîðîé
r = a(t− τ ), dτ = −dr/a, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé ôîðìóëå äëÿ
èíòåãðàëà Äþàìåëÿ:

v(x, t) =
1

4πa2

at∫
0

1

r

∫
|z−x|=r

f (z, t− r

a
) dSr dr.

Ó÷òåì çäåñü ðàâåíñòâî dSrdr = dz, à òàêæå òîò ôàêò, ÷òî îáú-
åäèíåíèå ñåìåéñòâà êîíöåíòðè÷åñêèõ ñôåð ñ îáùèì öåíòðîì x

ïî âñåì r îò 0 äî at ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé øàð ñ öåíòðîì â òîé
æå òî÷êå x:

{z ∈ R3 : |z − x| 6 at} =

at⋃
r=0

{z ∈ R3 : |z − x| = r}.
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Â èòîãå ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå èíòåãðàëà Äþàìå-
ëÿ:

v(x, t) =
1

4πa2

∫
|z−x|6at

f (z, t− |z−x|a )

|z − x|
dz. (RP)

Âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (RP) íàçûâàåòñÿ çàïàç-
äûâàþùèì ïîòåíöèàëîì.

Óïðàæíåíèå. Íàéäèòå èíòåãðàë Äþàìåëÿ â ñëó÷àå çàäà÷è
Êîøè äëÿ äâóìåðíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ.
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Ëåêöèÿ 4.

ÒÅÌÀ: Ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ. 10. Âèä óðàâíåíèÿ
Ãåëüìãîëüöà â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ. Ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ. 20. Óðàâíåíèå òðåõ-
ìåðíûõ ñôåðè÷åñêèõ ãàðìîíèê â óãëîâûõ ïåðåìåííûõ. 30. Òåîðåìà îá îãðàíè÷åííûõ
ðåøåíèÿõ óðàâíåíèÿ Ëåæàíäðà. Ôîðìóëà Ðîäðèãà äëÿ ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà. 40. Ïðèñî-
åäèíåííûå ôóíêöèè Ëåæàíäðà. Áàçèñ ïðîñòðàíñòâà ñôåðè÷åñêèõ ãàðìîíèê â ñëó÷àå òðåõ
íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ. 50. Óðàâíåíèå äëÿ ðàäèàëüíîé ÷àñòè ðåøåíèÿ. Ñôåðè÷åñêèå
ôóíêöèè Áåññåëÿ.

10. Ïðåäìåòîì íàøåãî âíèìàíèÿ â íàñòîÿùåé ëåêöèè ÿâëÿ-
åòñÿ îäíîðîäíîå óðàâíåíèå Ãåëüìãîëüöà:

∆u + ν2u = 0, x = (x1, x2, x3) ∈ R3. (H)

Çäåñü ∆ � îïåðàòîð Ëàïëàñà, u = u(x) � èñêîìàÿ ôóíêöèÿ,
ν2 � ïîëîæèòåëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî. Íàñ áóäåò èíòåðåñî-
âàòü ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ, çàïèñàííûå â ñôåðè÷åñêèõ êî-
îðäèíàòàõ.
Ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû (r, θ, ϕ) ñâÿçàíû ñ äåêàðòîâûìè ñî-

îòíîøåíèÿìè 
x3 = r cos θ,

x1 = r sin θ cosϕ,

x2 = r sin θ sinϕ,

ãäå 0 6 θ 6 π, 0 6 ϕ < 2π. Ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû îðòîãî-
íàëüíû è ïðè ïåðåõîäå ê íèì îïåðàòîð Ëàïëàñà ∆x ïðåîáðà-
çóåòñÿ ïî ôîðìóëå

∆x = ∆r +
1

r2
∆(θ,ϕ). (∆r,θ)

Çäåñü ðàäèàëüíàÿ ÷àñòü ∆r îïåðàòîðà çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì

∆r =
1

r2

∂

∂r

(
r2 ∂

∂r

)
, (∆r)
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à óãëîâàÿ åãî ÷àñòü ∆(θ,ϕ) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó âèäà

∆(θ,ϕ) ≡
1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2
.

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå Ãåëüìãîëüöà â ïåðåìåííûõ (r, θ, ϕ)

ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä

∆ru +
1

r2
∆(θ,ϕ)u + ν2u = 0. (Hr,θ)

Çàäà÷à. Íàéòè ðåøåíèÿ u(x) îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ Ãåëüì-
ãîëüöà, äîïóñêàþùèå ðàçëîæåíèå âèäà u(x) = R(r)Y (θ, ϕ).

Ïîäñòàâëÿÿ ïðîèçâåäåíèåR(r)Y (θ, ϕ) â óðàâíåíèå (Hr,θ) âìå-
ñòî u, ïîëó÷èì

∆r(R)Y (θ, ϕ) +
1

r2
R(r)∆(θ,ϕ)(Y ) + ν2R(r)Y (θ, ϕ) = 0.

Äîìíîæèâ îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà íà îòíîøåíèå
r2

R(r)Y (θ, ϕ)
è ïðîèçâåäÿ ïåðåãðóïïèðîâêó ñëàãàåìûõ, ïðèäåì ê ðàâåíñòâó

−r2∆r(R)

R
− ν2r2 =

∆(θ,ϕ)Y

Y
.

Ëåâàÿ åãî ÷àñòü çàâèñèò òîëüêî îò ðàäèàëüíîé ïåðåìåííîé r, à
ïðàâàÿ � òîëüêî îò óãëîâûõ ïåðåìåííûõ (θ, ϕ). Òàêîå âîçìîæíî
ëèøü åñëè íàéäåòñÿ òàêàÿ êîíñòàíòà λ, ñ êîòîðîé âûïîëíÿþòñÿ
ñëåäóþùèå äâà ñîîòíîøåíèÿ

∆(θ,ϕ)Y + λY = 0, (SH)(
r2R′

)′
+ (ν2r2 − λ)R = 0. (RF)

Èññëåäóåì ýòè äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äåòàëüíî. Íà÷-
íåì ñ óðàâíåíèÿ (SH) äëÿ óãëîâîé ÷àñòè èñêîìîãî ðåøåíèÿ.
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Îïðåäåëåíèå. Íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå Y (θ, ϕ) óðàâíåíèÿ (SH),
îïðåäåëåííîå ïðè âñåõ

(θ, ϕ) : 0 6 θ 6 π, 0 6 ϕ < 2π,

è ïðèíàäëåæàùåå ïðîñòðàíñòâó C(2)(S) äâàæäû íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìûõ íà åäèíè÷íîé ñôåðå S ôóíêöèé, íàçûâàåò-
ñÿ ñôåðè÷åñêîé ãàðìîíèêîé.

Ëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (SH) èìååò íåòðè-
âèàëüíîå ðåøåíèå Y (θ, ϕ) êëàññà C(2)(S) äàëåêî íå ïðè âñåõ
çíà÷åíèÿõ λ. Êàê áóäåò äîêàçàíî, ñôåðè÷åñêèå ãàðìîíèêè ñó-
ùåñòâóþò ëèøü ïðè óñëîâèè, ÷òî λ = k(k + 1), ãäå k � öåëîå,
k > 0. Ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (SH) ïðè λ = k(k + 1), ïðèíÿòî îáî-
çíà÷àòü ÷åðåç Yk(θ, ϕ). Ïàðàìåòð k ïðè ýòîì íàçûâàþò ïîðÿä-
êîì ñôåðè÷åñêîé ãàðìîíèêè Yk(θ, ϕ).

20. Â ñëó÷àå òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ñ äåêàðòîâûìè êîîð-
äèíàòàìè (x1, x2, x3) áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå ñôåðè÷åñêèõ ãàðìî-
íèê çàäàííîãî ïîðÿäêà óäàåòñÿ ïîñòðîèòü â ÿâíîì âèäå ìåòîäîì
ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ.

Çàäà÷à. Íàéòè îáùèé âèä ñôåðè÷åñêîé ãàðìîíèêè ïîðÿäêà k
ïðè n = 3.

Ñîîòâåòñòâóþùèå óãëîâîé ÷àñòè ñîáñòâåííûå ÷èñëà îïðåäå-
ëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

λk = k(k + 1), k = 0, 1, 2, . . . ,

à óðàâíåíèå ñôåðè÷åñêèõ ãàðìîíèê ïîðÿäêà k çàïèñûâàåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì

1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂Y

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2Y

∂ϕ2
+ k(k + 1)Y = 0. (1)
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Ðàçìåðíîñòü σ3(k) ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ñôåðè-
÷åñêèõ ãàðìîíèê (1), ïåðèîäè÷åñêèõ ïî ϕ ñ ïåðèîäîì 2π è îãðà-
íè÷åííûõ ïî θ íà çàìêíóòîì îòðåçêå [0, π], îïðåäåëÿåòñÿ ïðè
n = 3 ñëåäóþùåé ôîðìóëîé:

σ3(k) = (n + 2k − 2)
(n + k − 3)!

k!(n− 2)!

∣∣∣
n=3

= 2k + 1.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîñòðîåíèÿ èñêîìîãî áàçèñà â ïðîñòðàí-
ñòâå ñôåðè÷åñêèõ ãàðìîíèê ïîðÿäêà k äîñòàòî÷íî íàéòè 2k + 1

ëèíåéíî íåçàâèñèìîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1), îáëàäàþùåå ïî
ïåðåìåííûì (θ, ϕ) òðåáóåìîé ãëàäêîñòüþ. Ñäåëàåì ýòî ìåòîäîì
ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ.
Áóäåì èñêàòü íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ñôåðè÷å-

ñêèõ ãàðìîíèê â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ Φ(ϕ)Ψ(θ), ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî

Φ(ϕ + 2π) = Φ(ϕ) ∀ϕ ∈ R,

à Ψ(θ) è åå ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ Ψ′(θ) îãðàíè÷åíû ïðè θ ∈ [0, π]:

sup
06θ6π

|Ψ(θ)| < +∞, sup
06θ6π

|Ψ′(θ)| < +∞.

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ïðîèçâåäåíèÿ Φ(ϕ)Ψ(θ) â (1) âìåñòî ôóíê-
öèè Y ïîëó÷àåì

1

sin θ

(
sin θΨ′(θ)

)′
Φ(ϕ) + k(k + 1)Ψ(θ)Φ(ϕ) =− 1

sin2 θ
Ψ(θ)Φ′′(ϕ).

Äîìíîæèâ îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà íà − sin2 θ, ðåçóëüòàò ðàçäåëèâ
íà Φ(ϕ)Ψ(θ), ïðèäåì ê ñîîòíîøåíèþ

−
[

sin θ(sin θΨ′(θ))′

Ψ(θ)
+ k(k + 1) sin2 θ

]
=

Φ′′(ϕ)

Φ(ϕ)
.
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Ôóíêöèÿ ñëåâà â ýòîì ðàâåíñòâå çàâèñèò òîëüêî îò θ, ôóíêöèÿ
æå ñïðàâà � òîëüêî îò ϕ. Ðàâåíñòâî ïðè ýòîì âîçìîæíî ëèøü
â ñëó÷àå, êîãäà îáå óïîìÿíóòûå ôóíêöèè ïîñòîÿííû.
Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò ÷èñëî µ òàêîå, ÷òî Φ′′(ϕ) + µΦ(ϕ) = 0,

1

sin θ

(
sin θΨ′(θ)

)′
+
(
k(k + 1)− µ

sin2 θ

)
Ψ(θ) = 0.

Ïðè µ = m2, ãäå m � öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî, ëþáîå
íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Φ′′(ϕ) + µΦ(ϕ) = 0 ñ óñëî-
âèåì ïåðèîäè÷íîñòè

Φ(ϕ + 2π) = Φ(ϕ) ∀ϕ ∈ R

èìååò âèä Φ(ϕ) = C1 cosmϕ + C2 sinmϕ, ãäå C1 è C2 � ïðîèç-
âîëüíûå ïîñòîÿííûå îäíîâðåìåííî íå ðàâíûå íóëþ. Åñëè æå
µ 6= m2, ãäå m � öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî, òî ëþáîå ðåøå-
íèå óðàâíåíèÿ Φ′′(ϕ) + µΦ(ϕ) = 0 ñ óñëîâèåì ïåðèîäè÷íîñòè

Φ(ϕ + 2π) = Φ(ϕ) ∀ϕ ∈ R,

îáÿçàíî áûòü îðòîãîíàëüíûì âñåì ôóíêöèÿì èç ìíîæåñòâà

1, cos kϕ, sin kϕ, k = 1, 2, . . ..

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ Φ(ϕ) îáÿçàíà áûòü òîæäåñòâåííî
íóëåâîé, èëè, èíûìè ñëîâàìè, ÷òî ÷èñëî µ 6= m2 íå ÿâëÿåòñÿ
ñîáñòâåííûì.
Óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè Ψ(θ) ïðè µ = m2 ïðèíèìàåò ñëåäó-

þùèé âèä

1

sin θ

(
sin θΨ′(θ)

)′
+

(
k(k + 1)− m2

sin2 θ

)
Ψ(θ) = 0.
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Ñäåëàåì çäåñü çàìåíó íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé t = cos θ, ïîëî-
æèâ ïðè ýòîì

y(t) = Ψ(arccos t) ⇔ Ψ(θ) = y(cos θ).

Ïîñëå íåñëîæíûõ âûêëàäîê ïîëó÷èì äëÿ y(t) ñëåäóþùåå îáûê-
íîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå(

(1− t2)y′(t)
)′

+

(
k(k + 1)− m2

1− t2

)
y(t) = 0. (2)

Çäåñü −1 6 t 6 1, à ôóíêöèÿ y(t) ∈ C(2)(−1, 1) è âìåñòå ñî ñâî-
åé ïåðâîé ïðîèçâîäíîé îãðàíè÷åíà íà îòðåçêå [−1, 1]:

sup
−16t61

|y(t)| < +∞, y(t) ∈ C(1)[−1, 1].

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé óðàâíåíèÿ (2) ïðè m = 0:(
(1− t2)y′(t)

)′
+ k(k + 1)y(t) = 0. (3)

Ýòî îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå èçâåñòíî êàê
óðàâíåíèå Ëåæàíäðà.

30. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ðåøåíèÿõ óðàâíåíèÿ (3), ïðèíàäëå-
æàùèõ ïåðåñå÷åíèþ êëàññîâ C(1)[−1, 1] è C(2)(−1, 1).

Òåîðåìà (îá îãðàíè÷åííûõ ðåøåíèÿõ óðàâíåíèÿ Ëåæàíäðà).
Ïðè ëþáîì íåîòðèöàòåëüíîì öåëîì k ñóùåñòâóåò åäèíñòâåí-
íîå ðåøåíèå ñëåäóþùåé çàäà÷è

(
(1− t2)y′(t)

)′
+ k(k + 1)y(t) = 0, |t| < 1,

‖y(t) | C(1)[−1, 1]‖ < +∞, y(+1) = 1.

(4)

Ïî ïåðåìåííîé t ýòî ðåøåíèå � ïîëèíîìîì ñòåïåíè k.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñíà÷àëà k = 0. Óðàâíåíèå â ýòîì ñëó-
÷àå èìååò âèä

(
(1− t2)y′(t)

)′
= 0 è åãî îáùåå ðåøåíèå çàäàåòñÿ

ôîðìóëîé

y(t) =
C1

2
ln

1 + t

1− t
+ C2.

Ôóíêöèÿ y(t) ïîäîáíîãî âèäà ìîæåò áûòü îãðàíè÷åíà íà îòðåç-
êå [−1, 1] ëèøü â ñëó÷àå, êîãäà C1 = 0. Ïðè ýòîì y(t) òîæäå-
ñòâåííî ïîñòîÿííà è óñëîâèå y(+1) = 1 óäîâëåòâîðÿåòñÿ ëèøü
äëÿ òîæäåñòâåííî åäèíè÷íîé ôóíêöèè. Òåì ñàìûì ðåøåíèå
ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è åäèíñòâåííî è îáÿçàíî áûòü òîæäå-
ñòâåííî åäèíè÷íîé ôóíêöèåé, ò.å. ïîëèíîìîì íóëåâîé ñòåïåíè.
Â ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèÿ ëåãêî óáåäèòüñÿ, ðàññìîòðåâ ïîëè-
íîì P0(t) ≡ 1.
Äàëåå, ïóñòü k > 1, à y(t) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ëåæàíäðà,

y(t) ∈ C(1)[−1, 1]. Èç óðàâíåíèÿ çàêëþ÷àåì, ÷òî

y(t) = − 1

k(k + 1)

d

dt

(
(1− t2)

dy

dt
(t)

)
, |t| < 1.

Ïðîèíòåãðèðîâàâ ýòî ðàâåíñòâî ïî îòðåçêó (−1, τ ), ãäå τ < 1,
ïîëó÷èì

τ∫
−1

y(t) dt = − 1

k(k + 1)

τ∫
−1

d

dt

(
(1− t2)

dy

dt
(t)

)
dt =

= − 1

k(k + 1)
(1− t2)

dy

dt
(t)
∣∣∣t=τ
t=−1

= − (1− τ 2)

k(k + 1)
y′(τ ).

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî â ñèëó óñëîâèÿ, ÷òî ïðîèç-
âîäíàÿ y′(t) èìååò êîíå÷íûé ïðåäåë ïðè t→ −1. Òàêèì îáðà-
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çîì, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

y′(τ ) = −k(k + 1)

1− τ 2

τ∫
−1

y(t) dt.

Èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî y(t) ïðèíàä-
ëåæèò C(∞)(−1, 1), ò.å. âíóòðè èíòåðâàëà (−1,+1) ôóíêöèÿ
y(t) èìååò ïðîèçâîäíûå âñåõ ïîðÿäêîâ. Îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç
vm(t) = y(m)(t), m = 0, 1, 2, . . ..
Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ m ðàç óðàâíåíèå Ëåæàíäðà, ïîëó÷èì

dm+1

dtm+1

(
(1− t2)

dy

dt
(t)

)
+ k(k + 1)

dmy

dtm
(t) = 0.

Ïðèìåíèâ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïåðâîãî ñëàãàåìîãî â ëåâîé ÷àñòè
ýòîãî ðàâåíñòâà ôîðìóëó Ëåéáíèöà, ïðèäåì ê ñîîòíîøåíèþ

(1− t2)v′′m − 2(m + 1)tv′m −m(m + 1)vm+k(k + 1)vm = 0. (5)

Äîìíîæèâ îáå ÷àñòè ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ íà (1− t2)m è ââå-
äÿ îáîçíà÷åíèå µkm = k(k + 1)−m(m + 1), ïîëó÷èì(

(1− t2)m+1v′m(t)
)′

+ µkm(1− t2)mvm(t) = 0. (6)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî µkk = 0, êàê ýòî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ µkm, è ïî-
ëàãàÿ â (6) m = k, ïîëó÷àåì

(
(1− t2)k+1v′k(t)

)′
= 0. Âñïîìèíàÿ,

÷òî vk(t) = y(k)(t), èìååì èç ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà:

y(k+1)(t) =
C0

(1− t2)k+1
, (7)

ãäå C0 � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ.
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Óðàâíåíèå y(k+1)(t) = f (t) ñ íåïðåðûâíîé â îêðåñòíîñòè íóëÿ
ïðàâîé ÷àñòüþ f (t), êàê õîðîøî èçâåñòíî, èìååò îáùèì ðåøå-
íèåì ôóíêöèþ âèäà

y(t) =
1

k!

t∫
0

(t− τ )kf (τ ) dτ + Rk(t),

ãäå Rk(t) � ïîëèíîì ñòåïåíè k. Â ïðèìåíåíèè ê óðàâíåíèþ (7)
ýòà ôîðìóëà äàåò ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî

y(t) =
C0

k!

t∫
0

(t− τ )k

(1− τ 2)k+1
dτ + Rk(t). (8)

Íàéäåì ïðåäåë èíòåãðàëà â ïðàâîé ÷àñòè (8) ïðè ñòðåìëåíèè t
ê åäèíèöå ñëåâà. Çàìåòèì, ÷òî ïðè 0 < t < 1 èìåþò ìåñòî ñîîò-
íîøåíèÿ

t∫
0

(1− τ )k

(1− τ 2)k+1
dτ =

t∫
0

1

(1 + τ )k+1

1

(1− τ )
dτ >

>
1

2k+1

t∫
0

1

(1− τ )
dτ = − 1

2k+1
ln(1− t).

Òàêèì îáðàçîì,

lim
t→1−0

t∫
0

(1− τ )k

(1− τ 2)k+1
dτ = +∞.

Ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðàë â (8) ïðè ñòðåìëåíèè t ê åäèíèöå ñëå-
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âà íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò:

lim
t→1−0

t∫
0

(t− τ )k

(1− τ 2)k+1
dτ = lim

t→1−0

t∫
0

(1− τ )k

(1− τ 2)k+1
dτ = +∞.

Äëÿ îáîñíîâàíèÿ ïîñëåäíèõ äâóõ ðàâåíñòâ óäîáíî èñïîëüçîâàòü
ïîëó÷àåìîå èç ôîðìóëû áèíîìà Íüþòîíà ðàçëîæåíèå:

(t− τ )k − (1− τ )k =

k∑
j=1

Cj
k(t− 1)j(1− τ )k−j.

Òàêèì îáðàçîì, çàäàâàåìàÿ ðàâåíñòâîì (8) ôóíêöèÿ y(t) áó-
äåò îãðàíè÷åíà íà îòðåçêå [−1, 1] ëèøü ïðè C0 = 0 è â ýòîì
ñëó÷àå èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî y(t) = Rk(t). Ñëåäîâàòåëüíî, y(t)

äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì ñòåïåíè k.
Óòî÷íèì âèä ïîëèíîìà Rk(t). Ñ ýòîé öåëüþ óñòàíîâèì ïðè

j = 1, 2, . . . k ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ

y(t) =
(−1)j

µk0µ
k
1 . . . µ

k
j−1

dj

dtj
[
(1− t2)jvj

]
, (9)

ãäå vj(t) = djy/dtj è µki = k(k + 1)− i(i + 1).
Ïðè j = 1 ñîîòíîøåíèå (9) ñîâïàäàåò ñ èñõîäíûì óðàâíåíèåì

Ëåæàíäðà, ò.å. çàâåäîìî ñïðàâåäëèâî. Ïðåäïîëîæèâ âûïîëíå-
íèå (9) ïðè íåêîòîðîì j < k, âîñïîëüçóåìñÿ ïðèm = j óñòàíîâ-
ëåííûì ðàíåå òîæäåñòâîì (6), ò.å. ðàâåíñòâîì

d

dt

(
(1− t2)j+1dvj

dt
(t)

)
+ µkj (1− t2)jvj(t) = 0.

Ïåðåïèøåì åãî â ýêâèâàëåíòíîì âèäå

vj(t) = − 1

µkj

1

(1− t2)j
d

dt

(
(1− t2)j+1vj+1(t)

)
.
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Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ñîîòíîøåíèå â (9), íàõîäèì äëÿ y(t) ñëåäóþùåå
ïðåäñòàâëåíèå

(−1)j+1

µk0 . . . µ
k
j

dj

dtj

[
(1− t2)j

(1− t2)j
d

dt

(
(1− t2)j+1vj+1

)]
,

èëè

y(t) =
(−1)j+1

µk0µ
k
1 . . . µ

k
j

dj+1

dtj+1

[
(1− t2)j+1vj+1

]
,

ò.å. òî æå ñàìîå ðàâåíñòâî (9), íî óæå äëÿ íîìåðà j + 1. Ïî
èíäóêöèè çàêëþ÷àåì, ÷òî ðàâåíñòâî (9) ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ
äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé j.
Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî vk(t) = dky/dtk = dkRk/dt

k ≡ const. Ïî-
ñëåäíåå ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî â ñèëó óñëîâèÿ, ÷òî Rk(t) � ýòî
ïîëèíîì ñòåïåíè k. Ó÷èòûâàÿ ïîñòîÿíñòâî ôóíêöèè vk(t), âîçü-
ìåì â (9) j = k. Òîãäà ïîëó÷èì

y(t) = Bk
dk

dtk
[
(1− t2)k

]
,

ãäå Bk � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà. Âûÿñíèì, êàêèì äîëæíî áûòü
çíà÷åíèå Bk, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå y(+1) = 1.
Èìååì, ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé Ëåéáíèöà:

dk

dtk
[
(1− t2)k

]
=
dk

dtk
[
(1− t)k(1 + t)k

]
=

=

k∑
j=0

Cj
k

dj

dtj
[
(1− t)k

] dk−j
dtk−j

[
(1 + t)k

]
.

Ïðè t = +1 â ïðàâîé ÷àñòè ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà îñòàåòñÿ â
òî÷íîñòè îäíî ñëàãàåìîå, ñîîòâåòñòâóþùåå èíäåêñó j = k, ò.å.

dk

dtk
[
(1− t2)k

] ∣∣∣
t=+1

= 2k(−1)kk!.
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Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèþ y(+1) = 1 çàâåäîìî óäîâëåòâîðÿåò ïî-
ëèíîì

y(t) = Pk(t) ≡
1

2kk!

dk

dtk
[
(t2 − 1)k

]
. (10)

Ïîëèíîì Pk(t), çàäàâàåìûé ðàâåíñòâîì (10), íàçûâàåòñÿ ïî-
ëèíîìîì Ëåæàíäðà ñòåïåíè k. Ñàìà æå ôîðìóëà (10) íàçûâà-
åòñÿ ôîðìóëîé Ðîäðèãà äëÿ ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà.
Òàêèì îáðàçîì, åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ëåæàíä-

ðà â êëàññå C(1)[−1, 1] è åãî ïîëèíîìèàëüíûé âèä óñòàíîâëåíû.
Ðàçëîæåíèå ïîëèíîìà Pk(t) ïî ñòåïåíÿì t íàéäåì, âîñïîëü-

çîâàâøèñü ôîðìóëàìè Ðîäðèãà è áèíîìà

(t2 − 1)k =

k∑
j=0

(−1)jk!

j!(k − j)!
t2k−2j.

Â èòîãå ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

Pk(t) =

[k2 ]∑
j=0

(−1)j(2k − 2j)!

2kj!(k − j)!(k − 2j)!
tk−2j.

Ýòî ïðåäñòàâëåíèå ïîëèíîìà Ëåæàíäðà ïîçâîëÿåò ïðÿìûìè
âû÷èñëåíèÿìè1 óáåäèòüñÿ, ÷òî Pk(t) óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåí-
öèàëüíîìó óðàâíåíèþ

(1− t2)P ′′k (t)− 2tP ′k(t) + k(k + 1)Pk(t) = 0,

ò.å. óðàâíåíèþ Ëåæàíäðà. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâîâàíèå ðå-
øåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (4) òàêæå óñòàíîâëåíî.

40. Âåðíåìñÿ ê óðàâíåíèþ (2) íà îòðåçêå −1 6 t 6 1:(
(1− t2)y′(t)

)′
+

(
k(k + 1)− m2

1− t2

)
y(t) = 0,

1Â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ ïðîäåëàéòå èõ ñàìîñòîÿòåëüíî.
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ãäå ôóíêöèÿ y(t) ïðèíàäëåæèò C(1)[−1, 1].
Óæå óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè m = 0 èñêîìûå ðåøåíèÿ óðàâíå-

íèÿ (2) èìåþò âèä y(t) = APk(t), ãäå A � ïðîèçâîëüíàÿ êîí-
ñòàíòà, à Pk(t) � ïîëèíîì Ëåæàíäðà ñòåïåíè k.
Ïóñòüm > 0, òîãäà ñäåëàåì çàìåíó y(t) = (1− t2)m/2z(t). Ïî-

ñëå íåñëîæíûõ âûêëàäîê äëÿ z(t) ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

(1− t2)z
′′
(t)− 2t(m + 1)z

′
(t)+[k(k + 1)−m(m + 1)]z(t) = 0.

Êàê ëåãêî çàìåòèòü, ýòî óðàâíåíèå ñîâïàäàåò ñ ðàññìîòðåííûì
ðàíåå óðàâíåíèåì (5), ïåðåïèñàííîì â âèäå

(1− t2)v′′m − 2(m + 1)tv′m−m(m + 1)vm + k(k + 1)vm = 0.

Ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (5), êàê ýòî óæå îòìå÷àëîñü, ÿâëÿåòñÿ

ôóíêöèÿ vm(t) =
dm

dtm
Pk(t). Ñëåäîâàòåëüíî, â òàêîì æå âèäå

ïðåäñòàâèìà è ôóíêöèÿ z(t).
Òåì ñàìûì ïðè m > 0 â êà÷åñòâå èñêîìîãî ðåøåíèÿ óðàâíå-

íèÿ (2) ìîæíî âçÿòü ôóíêöèþ y(t) èç C(1)[−1, 1], çàäàâàåìóþ
ðàâåíñòâîì

y(t) = (1− t2)m/2
dm

dtm
Pk(t),

ãäå Pk(t) � âñå òîò æå ïîëèíîì Ëåæàíäðà ñòåïåíè k. Îòìå-
òèì, ÷òî òàê âûáðàííàÿ ôóíêöèÿ y(t) íåòðèâèàëüíà ëèøü ïðè
óñëîâèè, ÷òî m 6 k.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèè, çàäàâàåìûå ðàâåíñòâàìè

y(t) = (1− t2)m/2
dm

dtm
Pk(t), m = 1, 2, . . . , k,

íàçûâàþòñÿ ïðèñîåäèíåííûìè ôóíêöèÿìè Ëåæàíäðà è îáîçíà-
÷àþòñÿ ÷åðåç Pm

k (t).
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Èíîãäà óïîòðåáëÿåòñÿ òåðìèí �ïðèñîåäèíåííûå ïîëèíîìû�
Ëåæàíäðà, íî ñëåäóåò èìåòü ââèäó, ÷òî Pm

k (t) áóäåò ïîëèíîìîì
ïî ïåðåìåííîé t ëèøü ïðè ÷åòíûõ çíà÷åíèÿõ m.
Âîçâðàùàÿñü ê óðàâíåíèþ ñôåðè÷åñêèõ ãàðìîíèê ïîðÿäêà k,

ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ìíîæåñòâî åãî ðåøåíèé

Pk(cos θ), Pm
k (cos θ) cosmϕ, Pm

k (cos θ) sinmϕ,

ãäå m = 1, 2, . . . , k. Âñåãî çäåñü (2k + 1) ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ
ôóíêöèé, ò.å. ñòîëüêî æå, êàêîâà ðàçìåðíîñòü σ3(k) ïðîñòðàí-
ñòâà ñôåðè÷åñêèõ ãàðìîíèê ïîðÿäêà k. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íàé-
äåííûå ñôåðè÷åñêèå ãàðìîíèêè îáðàçóþò â óïîìÿíóòîì ïðî-
ñòðàíñòâå áàçèñ. Îòìåòèì, ÷òî âñå ôóíêöèè íàéäåííîãî áàçèñà
îðòîãîíàëüíû äðóã äðóãó â ñêàëÿðíîì ïðîèçâåäåíèè ïðîñòðàí-
ñòâà L2(S).

50. Âåðíåìñÿ ê óðàâíåíèþ
(
r2R′

)′
+ (ν2r2 − λ)R = 0 äëÿ ðà-

äèàëüíîé ÷àñòè èñêîìîãî ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ Ãåëüì-
ãîëüöà. Âçÿâ λ = k(k + 1), ïåðåïèøåì ýòî óðàâíåíèå â âèäå

1

r2

(
r2R′

)′
+

(
ν2 − k(k + 1)

r2

)
R = 0.

Ñäåëàåì çäåñü çàìåíó çàâèñèìîé ïåðåìåííîé: R(r) = ϕ(r)√
r
. Ïî-

ñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðèäåì ê ñëåäóþùåìó óðàâíå-
íèþ

r2ϕ′′ + rϕ′ + (ν2r2 − µ2
k)ϕ = 0,

ãäå µk = k + 1/2. Íàñ èíòåðåñóþò ëèøü îãðàíè÷åííûå â íóëå
ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ. Ñäåëàâ çäåñü çàìåíó ρ = νr, ïîëó÷èì
èçâåñòíîå óðàâíåíèå öèëèíäðè÷åñêèõ ôóíêöèé

ρ2d
2ϕ

dρ2
+ ρ

dϕ

dρ
+ (ρ2 − µ2

k)ϕ = 0.
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Ëåêöèÿ 5.

ÒÅÌÀ: Óñòàíîâèâøèåñÿ êîëåáàíèÿ â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. 10. Íåîäíîðîäíîå óðàâ-
íåíèå Ãåëüìãîëüöà è åãî ñâÿçü ñ âîëíîâûì óðàâíåíèåì. 20. Ïåðâàÿ è âòîðàÿ ôîðìó-
ëû Ãðèíà (âûâîä èç ôîðìóëû Ãàóññà�Îñòðîãðàäñêîãî). 30. Ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ
óðàâíåíèå Ãåëüìãîëüöà. 40. Èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ãëàäêîé ôóíêöèè. 50. Ðåøåíèÿ
îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà óáûâàþùèå ê íóëþ íà áåñêîíå÷íîñòè. 60. Óñëîâèÿ
èçëó÷åíèÿ Çîììåðôåëüäà. 70. Òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè.

10. Ïðåäìåòîì íàøåãî âíèìàíèÿ â íàñòîÿùåé ëåêöèè ïîñëó-
æèò íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå Ãåëüìãîëüöà:

∆u + k2u = f (x), x = (x1, x2, x3) ∈ R3. (H)

Çäåñü ∆ � îïåðàòîð Ëàïëàñà, u = u(x) � èñêîìàÿ ôóíêöèÿ,
k2 � ïîëîæèòåëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî. Ôóíêöèÿ f (x) â ïðà-
âîé ÷àñòè ïðåäïîëàãàåòñÿ èçâåñòíîé è, åñëè íå îãîâîðåíî ïðî-
òèâíîå, íåïðåðûâíîé âî âñåì òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Â ðÿäå
ñëó÷àåâ óäîáíî áóäåò ïðåäïîëàãàòü òàêæå, ÷òî f (x) ôèíèòíà.
Åñëè ôóíêöèÿ u = u(x) ðåøàåò óðàâíåíèå (H), òî ïðîèçâåäå-

íèå v(x, t) = u(x)e±ikt, ãäå i � ìíèìàÿ åäèíèöà, óäîâëåòâîðÿåò
ñëåäóþùåìó íåîäíîðîäíîìó âîëíîâîìó óðàâíåíèþ

∂2v

∂t2
−∆v = −f (x)e±ikt. (W)

Òàêèì îáðàçîì, óìåÿ ðåøàòü óðàâíåíèå (H), ìîæíî ïîëó÷àòü
÷àñòíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (W). Â ÷àñòíîñòè, ê ðåøåíèþ óðàâ-
íåíèÿ Ãåëüìãîëüöà ñâîäèòñÿ ïîäñ÷åò çàïàçäûâàþùèõ ïîòåíöè-
àëîâ äëÿ óðàâíåíèÿ (W).
Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñëó÷àé, êîãäà f (x) ñîâïàäàåò

ñ èçâåñòíîé äåëüòà ôóíêöèåé Äèðàêà, ò.å. ñëó÷àé óðàâíåíèÿ

∆u + k2u = δ(x), x = (x1, x2, x3) ∈ R3. (F)

Óäîâëåòâîðÿþùèå ýòîìó óðàâíåíèþ ôóíêöèè íàçûâàþòñÿ ôóí-
äàìåíòàëüíûìè ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà. Íàéäåì
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òàêèå ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ, çàìåòèâ ÷òî ïðè r = |x| > 0

óðàâíåíèå (W) ïðåâðàùàåòñÿ â îäíîðîäíîå:

∆u + k2u = 0, r =
√
x2

1 + x2
2 + x2

3 > 0. (HH)

Çàäà÷à. Íàéòè ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íûå ðåøåíèÿ u(x) = u(r)

îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà.

Ðåøåíèå. Ïåðåéäåì â îäíîðîäíîì óðàâíåíèè Ãåëüìãîëüöà (HH)
ê ñôåðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì (r, ϑ, ϕ), ãäå

x1 = r sinϑ cosϕ, x2 = r sinϑ sinϕ, x3 = r cosϑ.

Â ðåçóëüòàòå óðàâíåíèå (HH) çàïèøåòñÿ â âèäå

1

r2

∂

∂r

(
r2∂u

∂r

)
+ k2u(r) = 0, r > 0. (Wsc)

Ïóñòü w(r) = ru(r), òîãäà

∂u

∂r
=
w′

r
− w

r2
, r2∂u

∂r
= rw′(r)− w, ∂

∂r

(
r2∂u

∂r

)
= rw′′(r).

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ðàâåíñòâî â óðàâíåíèå (Wsc) è äîìíîæàÿ ðå-
çóëüòàò íà r, ïîëó÷àåì

w′′(r) + k2w(r) = 0 =⇒ w(r) = C1e
+ikr + C2e

−ikr.

Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáîå ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîå ðåøåíèå u(r)

îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà ïðåäñòàâèìî ëèíåéíîé êîì-
áèíàöèåé âèäà

u(r) = C1
e+ikr

r
+ C2

e−ikr

r
.

Îòìåòèì, ÷òî îáå ôóíêöèè â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåí-
ñòâà îáðàùàþòñÿ â íóëü ïðè ñòðåìëåíèè r ê áåñêîíå÷íîñòè
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âäîëü ëþáîãî èñõîäÿùåãî èç íà÷àëà êîîðäèíàò ëó÷à. Ýòî ñòðåì-
ëåíèå ê íóëþ ðàâíîìåðíîå ïî óãëîâûì ïåðåìåííûì (ϑ, ϕ). �
Â ÷àñòíîñòè, ðåøåíèÿìè îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëü-

öà ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå äâå âåùåñòâåííîçíà÷íûå ôóíêöèè

us(r) =
sin kr

r
è uc(r) =

cos kr

r
. (usc)

Ïåðâàÿ èç íèõ èìååò â íà÷àëå êîîðäèíàò êîíå÷íîå çíà÷åíèå, à
âòîðàÿ íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò ïðè ñòðåìëåíèè r ê íóëþ.

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ

E+(r) = −e
+ikr

4πr
è E−(r) = −e

−ikr

4πr
. (Hfs)

Äîêàæåì, ÷òî îáå ýòè ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûìè
ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà, ò.å. óáåäèìñÿ â ñïðàâåäëè-
âîñòè ñëåäóþùèõ äâóõ ðàâåíñòâ

∆E+ + k2E+ = δ(x), ∆E− + k2E− = δ(x). (F±)

Äëÿ èõ îáîñíîâàíèÿ íàì ïîíàäîáÿòñÿ ôîðìóëû Ãðèíà.
20. Â èçó÷åíèè ñâîéñòâ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé âàæíû ïåð-

âàÿ è âòîðàÿ ôîðìóëû Ãðèíà. Âûâåäåì èõ, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó
Ãàóññà � Îñòðîãðàäñêîãî. Íàïîìíèì åå âèä.

Ïóñòü Ω�îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â Rn, ∂Ω�êóñî÷íî ãëàäêàÿ
ïîâåðõíîñòü, îãðàíè÷èâàþùàÿ Ω, à ν = ν(x) = (ν1, ν2, . . . , νn)�
ýòî åäèíè÷íàÿ âíåøíÿÿ íîðìàëü ê ∂Ω â òî÷êå x èç ∂Ω. Ïóñòü
òàêæå â çàìûêàíèè îáëàñòè Ω îïðåäåëåíà íåïðåðûâíàÿ âåêòîð-
ôóíêöèÿ w(x) = (w1(x), . . . , wn(x)), èìåþùàÿ â Ω íåïðåðûâíûå
ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà, äîïóñêàþùèå íåïðåðûâíîå ïðî-
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äîëæåíèå â Ω. Òîãäà ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà∫
Ω

divw dx =

∫
∂Ω

w · ν dS ⇐⇒

∫
Ω

n∑
i=1

∂wi
∂xi

dx =

∫
∂Ω

n∑
i=1

wiνi dS. (GO)

Ïåðåéäåì ê âûâîäó ôîðìóë Ãðèíà. Ïóñòü ôóíêöèè u(x) è
v(x) âìåñòå ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ïåðâîãî ïîðÿäêà íåïðå-
ðûâíû â çàìûêàíèè îáëàñòè Ω, à ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå îò u(x)

è v(x) âòîðîãî ïîðÿäêà ñóùåñòâóþò è íåïðåðûâíû âíóòðè Ω:

u(x), v(x) ∈ C(1)(Ω) ∩ C(2)(Ω).

Òîãäà èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà∫
Ω

∇u · ∇v dx =

∫
Ω

n∑
i=1

[
∂

∂xi

(
u
∂v

∂xi

)
− u∂

2v

∂x2
i

]
dx =

∫
Ω

n∑
i=1

∂

∂xi

(
u
∂v

∂xi

)
dx−

∫
Ω

u∆v dx =

∫
∂Ω

u
∂v

∂ν
dS −

∫
Ω

u∆v dx.

Çäåñü
∂v

∂ν
=

n∑
i=1

νi
∂v

∂xi
� ïðîèçâîäíàÿ îò v(x) ïî åäèíè÷íîé âíåø-

íåé íîðìàëè ν. Ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî∫
Ω

∇u · ∇v dx =

∫
∂Ω

u
∂v

∂ν
dS −

∫
Ω

u∆v dx (GI)

íàçûâàþò ïåðâîé ôîðìóëîé Ãðèíà.
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Ìåíÿÿ â ïåðâîé ôîðìóëå Ãðèíà ôóíêöèè u(x) è v(x) ìåñòà-
ìè, ïîëó÷èì∫

Ω

∇v · ∇u dx =

∫
∂Ω

v
∂u

∂ν
dS −

∫
Ω

v∆u dx.

Âû÷èòàÿ ýòó ôîðìóëó èç ïðåäûäóùåé, èìååì â èòîãå∫
Ω

(u∆v − v∆u) dx =

∫
∂Ω

(
u
∂v

∂ν
− v∂u

∂ν

)
dS. (GII)

Ýòî � âòîðàÿ ôîðìóëà Ãðèíà (G. Green, 1828 ã.).
Â ôîðìóëàõ (GI)�(GII) îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ Ω ìîæåò

áûòü îãðàíè÷åíà íå îäíîé, à íåñêîëüêèìè çàìêíóòûìè ïîâåðõ-
íîñòÿìè (íî òàêèõ ïîâåðõíîñòåé äîëæíî áûòü êîíå÷íîå ÷èñëî).
Â ýòîì ñëó÷àå ïîâåðõíîñòíûå èíòåãðàëû ñëåäóåò áðàòü ïî âñåì
÷àñòÿì ãðàíèöû îáëàñòè Ω.

30. Íàéäåì ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëü-
öà â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.

Çàäà÷à. Äîêàçàòü, ÷òî îïðåäåëåííûå ðàâåíñòâàìè (Hfs) ôóíê-
öèè E+(r) è E−(r) óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì (F±).

Ðåøåíèå. Óáåäèìñÿ, ÷òî ∆E+ + k2E+ = δ(x). Âîñïîëüçóåìñÿ îïðå-
äåëåíèåì îáîáùåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è, âçÿâ ïðîèçâîëü-
íóþ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìóþ è ôèíèòíóþ ôóíêöèþ ϕ(x),
óñòàíîâèì äëÿ íåå ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà∫

E+(x)
(
∆ϕ(x) + k2ϕ(x)

)
dx = ϕ(0). (F+d)

Ýòî è áóäåò îçíà÷àòü âûïîëíåíèå ïåðâîãî èç óðàâíåíèé (F±).
Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ E+(r) ëîêàëüíî ñóììèðóåìà. ×òîáû â
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ýòîì óáåäèòüñÿ, äîñòàòî÷íî ñîñ÷èòàòü èíòåãðàë îò ìîäóëÿE+(r)

ïî åäèíè÷íîìó øàðó òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïåðåõîäÿ â èí-
òåãðàëå ê ñôåðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì, ïîëó÷èì∫

|x|61

|E+(x)| dx =

1∫
0

∫
|x|=r

1

4πr
dSdr =

1∫
0

r dr <∞.

Âûáåðåì øàð ðàäèóñà A, ñîäåðæàùèé âíóòðè ñåáÿ íîñèòåëü
ôóíêöèè ϕ(x), è âçÿâ ïîëîæèòåëüíîå ε, âîñïîëüçóåìñÿ ðàâåí-
ñòâîì ∫

E+(x)∆ϕ(x) dx = lim
ε→0

∫
ε6|x|6A

E+(x)∆ϕ(x) dx.

Ê èíòåãðàëó ïîä çíàêîì ïðåäåëà ïðèìåíèì âòîðóþ ôîðìóëó
Ãðèíà, ÷òî ìîæíî ñäåëàòü â ñèëó áåñêîíå÷íîé ãëàäêîñòè ôóíê-
öèé E+(x) è ϕ(x) â øàðîâîì ñëîå ε 6 |x| 6 A. Â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷èì ∫

ε6|x|6A

E+(x)∆ϕ(x) dx =

∫
ε6|x|6A

ϕ(x)∆E+(x) dx−

−
∫
|x|=ε

E+(x)
∂ϕ

∂r
(x) dS +

∫
|x|=ε

ϕ(x)
∂E+

∂r
(x) dS.

Çíàê ìèíóñ ïåðåä ïåðâûì èíòåãðàëîì ïî ñôåðå |x| = ε ïîñòàâ-
ëåí ïîòîìó, ÷òî â òî÷êàõ ýòîé ñôåðû âíåøíÿÿ íîðìàëü ê øà-
ðîâîìó ñëîþ ε 6 |x| 6 A íàïðàâëåíà ê íà÷àëó êîîðäèíàò.
Ïðåîáðàçóåì îáúåìíûé èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè ïîëó÷åííî-

ãî ðàâåíñòâà. Ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî â øàðîâîì ñëîå ε 6 |x| 6 A
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ôóíêöèÿ E+(x) óäîâëåòâîðÿåò îäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ Ãåëüì-
ãîëüöà, ïîëó÷àåì∫

ε6|x|6A

ϕ(x)∆E+(x) dx = −k2

∫
ε6|x|6A

E+(x)ϕ(x) dx.

Ñ ó÷åòîì ýòîãî ðàâåíñòâà èìååì òåïåðü∫
ε6|x|6A

E+(x)(∆ϕ(x) + k2ϕ(x)) dx =

−
∫
|x|=ε

E+(x)
∂ϕ

∂r
(x) dS +

∫
|x|=ε

ϕ(x)
∂E+

∂r
(x) dS. (1)

Ñîñ÷èòàåì îáà ïîâåðõíîñòíûõ èíòåãðàëà â ïðàâîé ÷àñòè ïî-
ñëåäíåãî ðàâåíñòâà â ïðåäåëå ïðè ε→ 0. Èìååì

−
∫
|x|=ε

E+(x)
∂ϕ

∂r
(x) dS = ε

e+ikε

4πε2

∫
|x|=ε

∂ϕ

∂r
(x) dS.

Èç òåîðåìû î ñðåäíåì äëÿ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ïîëó÷àåì
ïðåäåëüíîå ðàâåíñòâî

lim
ε→0

1

4πε2

∫
|x|=ε

∂ϕ

∂r
(x) dS =

∂ϕ

∂r
(0).

Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

lim
ε→0

∫
|x|=ε

E+(x)
∂ϕ

∂r
(x) dS = 0. (2)

Ïðîäîëæàÿ âûêëàäêè, ïîëó÷àåì

−∂E+

∂r
=
ikeikr

4πr
− eikr

4πr2
.
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Ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî∫
|x|=ε

ϕ(x)
∂E+

∂r
(x) dS =

eikε

4πε2

∫
|x|=ε

ϕ(x) dS − ikεeikε

4πε2

∫
|x|=ε

ϕ(x) dS.

Ïåðåõîäÿ â ýòîì ðàâåíñòâå ê ïðåäåëó ïî ε→ 0, è ñíîâà ïîëüçó-
ÿñü òåîðåìîé î ñðåäíåì, ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ

lim
ε→0

∫
|x|=ε

ϕ(x)
∂E+

∂r
(x) dS = ϕ(0). (3)

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïî ε→ 0 â ðàâåíñòâå (1) è èñïîëüçóÿ ïðè
ýòîì ðàâåíñòâà (2)�(3), ïîëó÷èì∫

|x|6A

E+(x)(∆ϕ(x) + k2ϕ(x)) dx = ϕ(0) = (δ, ϕ).

Çàêëþ÷àåì òåïåðü, ó÷èòûâàÿ ÷òî ïðîáíàÿ ôóíêöèÿ ϕ(x) îá-
ðàùàåòñÿ â íóëü âíå øàðà ðàäèóñà A, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ (F+d)
äåéñòâèòåëüíî èìåþò ìåñòî.
Ñâîéñòâî ôóíêöèè E−(x) áûòü ôóíäàìåíòàëüíûì ðåøåíèåì

óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà ïðîâåðÿåòñÿ àíàëîãè÷íî. �
40. Â èññëåäîâàíèè ðåøåíèé îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ Ãåëüì-

ãîëüöà â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè âàæíóþ ðîëü èãðàåò âîçìîæ-
íîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ ýòèõ ðåøåíèé â âèäå ñóììû äâóõ ïîâåðõ-
íîñòíûõ èíòåãðàëîâ ïî ãðàíèöå.

Ëåììà (îá èíòåãðàëüíîì ïðåäñòàâëåíèè). Ïóñòü Ω � îãðàíè-
÷åííàÿ îáëàñòü â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, à ôóíêöèÿ u(x),
ïðèíàäëåæàùàÿ C(2)(Ω) ∩ C(1)(Ω), óäîâëåòâîðÿåò âíóòðè Ω

îäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ Ãåëüìãîëüöà. Òîãäà â ëþáîé ëåæàùåé
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ñòðîãî âíóòðè Ω òî÷êå y ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

u(y) =

∫
∂Ω

u(x)
∂E+

∂νx
(y − x) dS −

∫
∂Ω

E+(y − x)
∂u

∂νx
(x) dS. (S+)

Ôîðìóëó (S+) òàêæå ÷àñòî íàçûâàþò ôîðìóëîé Ãðèíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî u(x) ïðèíàäëå-
æèò C(2)(Ω). Âîçüìåì y ñòðîãî âíóòðè Ω è âûðåæåì èç Ω øàð
Bρ(y) ñ öåíòðîì â y è ðàäèóñà ρ (äîñòàòî÷íî ìàëîãî, ÷òîáû
Bρ(y) ⊂ Ω). Îáîçíà÷èì Ω \Bρ(y) ÷åðåç Ωρ, à ∂Bρ(y)�÷åðåç
Sρ(y):

x ∈ Sρ(y)⇔ |x− y| = ρ.

Âíóòðè Ωρ ôóíêöèÿ E+(x− y) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì îäíîðîäíîãî
óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà. Ó÷èòûâàÿ ýòî è ïðèìåíÿÿ ê ôóíêöèÿì
u(x) è v(x) ≡ E+(x− y) âòîðóþ ôîðìóëó Ãðèíà (GII), ïîëó÷à-
åì ðàâåíñòâî

−
∫
Ωρ

E+(x− y)(∆u(x) + k2u(x)) dx =

∫
∂Ω

(
−E+(x− y)

∂u

∂ν
(x) + u(x)

∂E+

∂ν
(x− y)

)
dS+

∫
Sρ(y)

(
E+(x− y)

∂u

∂ν
(x)− u(x)

∂E+

∂ν
(x− y)

)
dS. (4)

Â ïåðâîì ñïðàâà ïîâåðõíîñòíîì èíòåãðàëå ν = ν(x) � åäèíè÷-
íàÿ íîðìàëü ê ∂Ω, âíåøíÿÿ ïî îòíîøåíèþ ê îáëàñòè Ω. Âî
âòîðîì æå ïîâåðõíîñòíîì èíòåãðàëå ν = ν(x) � åäèíè÷íàÿ íîð-
ìàëü ê Sρ(y), âíåøíÿÿ ïî îòíîøåíèþ ê øàðó Bρ(y). Èìåííî
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ïîýòîìó âòîðîé èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè (4) âçÿò ñî çíàêîì,
ïðîòèâîïîëîæíûì çíàêó ïåðâîãî.
Íàéäåì ïðåäåë ïðè ρ→ 0 ðàâåíñòâà (4). Ïî óñëîâèþ ñóùå-

ñòâóåò ïîñòîÿííàÿ K, êîòîðàÿ íå çàâèñèò îò ρ è óäîâëåòâîðÿåò
íåðàâåíñòâàì

sup
Ω

∣∣∣ ∂u
∂xj

(x)
∣∣∣ 6 K, j = 1, 2, 3.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîé òî÷êè x èç Sρ(y) ñïðàâåäëèâû ñîîò-
íîøåíèÿ ∣∣∣∂u

∂ν
(x)
∣∣∣ 6 ∣∣∣ 3∑

i=1

νi(x)
∂u

∂xi
(x)
∣∣∣ 6

(
3∑
i=1

ν2
i (x)

)1/2( 3∑
i=1

∣∣∣ ∂u
∂xi

∣∣∣2(x)

)1/2

6 K
√

3.

Äàëåå èìååì∣∣∣ ∫
Sρ(y)

E+(x− y)
∂u

∂ν
(x) dS

∣∣∣ 6 K
√

3

4πρ

∫
Sρ(y)

dS = K
√

3ρ,

ò.å. ðàññìàòðèâàåìûé èíòåãðàë ïî ñôåðå Sρ(y) ïðè ρ→ 0 ñòðå-
ìèòñÿ ê íóëþ. Èññëåäóåì åùå îäèí èíòåãðàë ïî ñôåðå Sρ(y):

Iρ(y) =

∫
Sρ(y)

u(x)
∂E+

∂ν
(x− y) dS,

ãäå ν = ν(x) � åäèíè÷íàÿ íîðìàëü ê Sρ(y), âíåøíÿÿ ïî îòíî-
øåíèþ ê øàðó Bρ(y). Èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè E+ èìååì

∂E+

∂ρ
=

eikρ

4πρ2
− ikeikρ

4πρ
=

eikρ

4πρ2
(1− ikρ).
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Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Iρ(y) =
eikρ

4πρ2
(1− ikρ)

∫
Sρ(y)

u(x) dS.

Ïî òåîðåìå î ñðåäíåì, ïðèìåíåííîé ê íåïðåðûâíîé â Ω ôóíê-
öèè u(x), ïîëó÷àåì òåïåðü:

Iρ(y)→ u(y) ïðè ρ→ 0.

Ïåðåõîäÿ â ðàâåíñòâå (4) ê ïðåäåëó ïðè ρ→ 0 è ïåðåíîñÿ â
ïðåäåëüíîì ðàâåíñòâå u(y) â ëåâóþ, à èíòåãðàë ïî Ω â ïðàâóþ
÷àñòü, ïîëó÷àåì â èòîãå òðåáóåìóþ ôîðìóëó (S+).
Åñëè ôóíêöèÿ u(x) ïðèíàäëåæèò C(1)(Ω), íî u(x) /∈ C(2)(Ω),

òî ðàññóæäåíèÿ óñëîæíÿþòñÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ñëåäóåò ïîñòðîèòü
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Ωk} âëîæåííûõ äðóã â äðóãà ïîäîáëàñòåé,
ëåæàùèõ ñòðîãî âíóòðè îáëàñòè Ω è ñòðåìÿùèõñÿ ê íåé â ïðå-
äåëå ïðè k →∞:

Ωk ⊂ Ωk+1 ⊂ Ω, k = 1, 2, . . . ; Ω =

∞⋃
k=1

Ωk.

Ïðè ýòîì u(x) ∈ C(2)(Ωk) è äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k òî÷-
êà y ëåæèò âíóòðè Ωk. Ïðèìåíèâ äëÿ âû÷èñëåíèÿ u(y) â êàæäîé
èç òàêèõ ïîäîáëàñòåé Ωk ôîðìóëó (S+), ïåðåéä¼ì â ïîëó÷åííîì
òàêèì îáðàçîì ðàâåíñòâå ê ïðåäåëó ïî k →∞. Âîñïîëüçîâàâ-
øèñü íåïðåðûâíîñòüþ èìåþùèõñÿ â ôîðìóëå èíòåãðàëîâ îòíî-
ñèòåëüíî âûáðàííûõ îáëàñòåé èíòåãðèðîâàíèÿ Ωk è ïîâåðõíî-
ñòåé ∂Ωk, ïîëó÷èì â ïðåäåëå ñîîòíîøåíèå (S+).

Èç ðàâåíñòâà (S+) çàêëþ÷àåì, ÷òî ôóíêöèÿ u(y), óäîâëåòâî-
ðÿþùàÿ óñëîâèþ ëåììû, âíóòðè îáëàñòè Ω áåñêîíå÷íî äèôôå-
ðåíöèðóåìà.
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50. Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèè E+(r) è E−(r) óäîâëåòâîðÿþò íà
áåñêîíå÷íîñòè ñëåäóþùèì àñèìïòîòè÷åñêèì ñîîòíîøåíèÿì

E+(r) = O

(
1

r

)
, E−(r) = O

(
1

r

)
ïðè r → +∞.

Åñëè íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f (x) ôèíèòíà, òî ñóùåñòâóþò ñëå-
äóþùèå èíòåãðàëû

u+(x) =

∫
E+(x− y)f (y) dy = E+ ∗ f (x),

u−(x) =

∫
E−(x− y)f (y) dy = E− ∗ f (x).

Îáà ýòèõ èíòåãðàëà, íàçûâàåìûõ ñâåðòêàìè, óäîâëåòâîðÿþò
íåîäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ Ãåëüìãîëüöà:

∆u± + k2u± = f (x),

ïðè÷åì íà áåñêîíå÷íîñòè èìåþò ìåñòî àñèìïòîòè÷åñêèå ñîîò-
íîøåíèÿ

u+(r) = O

(
1

r

)
, u−(r) = O

(
1

r

)
ïðè r → +∞.

Â ÷àñòíîñòè, ïîòåíöèàëû u±(x) ïðè |x| → +∞ èñ÷åçàþò. Èõ
ðàçíîñòü u(x) = u+(x)− u−(x) ïðè ýòîì ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñëå-
äóþùåé çàäà÷è

∆u + k2u = 0 ïðè x ∈ R3, u(r) = O

(
1

r

)
.

Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé îäíî-
ðîäíîãî óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà âî âñåì òðåõìåðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå, óáûâàþùèõ íà áåñêîíå÷íîñòè äî íóëÿ.
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Áîëåå ïðîñòîé ïðèìåð íåòðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ, èñ÷åçàþùå-
ãî íà áåñêîíå÷íîñòè, íåæåëè ðàññìîòðåííàÿ ðàçíîñòü ïîòåíöè-
àëîâ äàåò îãðàíè÷åííàÿ âî âñåì ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèÿ

us(x) =
sin k|x|
|x|

= k
+∞∑
j=0

(−1)jk2j(x2
1 + x2

2 + x2
3)j

(2j + 1)!
.

60. ×òîáû îáåñïå÷èòü åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãî
óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà âî âñåì ïðîñòðàíñòâå ê óñëîâèþ óáûâà-
íèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè äîáàâëÿþò åùå îäíî, ïîëó÷àÿ â èòîãå òàê
íàçûâàåìûå óñëîâèÿ èçëó÷åíèÿ Çîììåðôåëüäà (ïðè r → +∞):

u(r) = O

(
1

r

)
,

∂u

∂r
− iku = o

(
1

r

)
. (SRC+)

Êàê íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ýòèì óñëîâèÿì óäîâëåòâîðÿåò ôóíê-
öèÿ E+(r):

∂E+

∂r
− ikE+ = −ike

+ikr

4πr
+
e+ikr

4πr2
+ ik

e+ikr

4πr
,

èëè
∂E+

∂r
− ikE+ =

e+ikr

4πr2
= o

(
1

r

)
.

Äëÿ óñëîâèé èçëó÷åíèÿ ïðè r → +∞ èñïîëüçóåòñÿ òàêæå èíîé
âàðèàíò íåæåëè ñîîòíîøåíèÿ (SRC+):

u(r) = O

(
1

r

)
,

∂u

∂r
+ iku = o

(
1

r

)
(SRC−)

Â ýòîì âàðèàíòå, êàê íåñëîæíî ïðîâåðèòü, óñëîâèÿì èçëó÷åíèÿ
óäîâëåòâîðÿåò ôóíêöèÿ E−(r). ×òîáû ðàçëè÷àòü ýòè äâà òèïà
àñèìïòîòè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé, ãîâîðÿò ÷òî óñëîâèÿ (SRC+)
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ñîîòâåòñòâóþò ðàñõîäÿùèìñÿ âîëíàì, à óñëîâèÿ (SRC−) � âîë-
íàì ñõîäÿùèìñÿ.

70. Óñòàíîâèì åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãî óðàâíå-
íèÿ Ãåëüìãîëüöà âî âñåì ïðîñòðàíñòâå ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé
èçëó÷åíèÿ.

Òåîðåìà. Ïóñòü ôóíêöèÿ u(x) óäîâëåòâîðÿåò âî âñåì ïðî-
ñòðàíñòâå îäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ Ãåëüìãîëüöà

∆u + k2u = 0, x = (x1, x2, x3) ∈ R3,

è óñëîâèÿì èçëó÷åíèÿ (SRC+) íà áåñêîíå÷íîñòè. Òîãäà ôóíê-
öèÿ u(x) òîæäåñòâåííî íóëåâàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó x èç R3 è ðàñ-
ñìîòðèì øàð BR ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò, ñîäåðæàùèé
ýòó òî÷êó, ò.å. R > |x|. Ôóíêöèÿ u(x) áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöè-
ðóåìà âî âñåì òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå è ïîýòîìó ê íåé ïðè-
ìåíèìà ëåììà îá èíòåãðàëüíîì ïðåäñòàâëåíèè. Çàïèøåì u(x)

êàê ñóììó (S+) äâóõ ïîâåðõíîñòíûõ èíòåãðàëîâ ïî ãðàíèöå øà-
ðà BR, à òî÷íåå â âèäå:∫

|y|=R

u(y)
∂E+

∂νy
(x− y) dS −

∫
|x|=R

E+(x− y)
∂u

∂νy
(y) dS.

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè â ýòè èíòåãðàëû ÿâíîãî âûðàæåíèÿ äëÿ
E+(x− y) ïîëó÷èì

u(x) =
1

4π

∫
|x|=R

(eik|x−y|
|x− y|

∂u

∂|y|
(y)− u(y)

∂

∂|y|
eik|x−y|

|x− y|

)
dS. (II)
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Ñîñ÷èòàåì ïðîèçâîäíóþ ∂
∂|y| îò E+(x− y) â ÿâíîì âèäå. Èìååì

∂

∂|y|
eik|x−y|

|x− y|
=
(
ik
eik|x−y|

|x− y|
− eik|x−y|

|x− y|2
) ∂

∂|y|
|x− y|.

×òîáû íàéòè ïðîèçâîäíóþ ∂
∂|y|
(
|x− y|

)
, âîñïîëüçóåìñÿ ðàâåí-

ñòâîì

|x− y|2 = (x− y, x− y) = |x|2 + |y|2 − 2|x| · |y| cos γ,

ãäå ÷åðåç γ îáîçíà÷åí óãîë ìåæäó âåêòîðàìè x è y. Äèôôåðåí-
öèðóÿ îáå ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà, ïîëó÷èì

2|x− y| ∂
∂|y|

(
|x− y|

)
= 2|y| − 2|x| cos γ.

Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

∂

∂|y|
(
|x− y|

)∣∣∣
|y|=R

=
R− |x| cos γ

|x− y|
.

Äàëåå èìååì

u(y)
∂

∂|y|
eik|x−y|

|x− y|

∣∣∣
|y|=R

=u(y)
(ikeik|x−y|
|x− y|

− eik|x−y|

|x− y|2
)
· R− |x| cos γ

|x− y|
.

Ïîäñòàâèâ ýòî ðàâåíñòâî â (II), ïîëó÷èì

u(x) =
1

4π

∫
|y|=R

eik|x−y|

|x− y|

( ∂u
∂|y|

(y)− iku(y)
)
dSy+

1

4π

∫
|y|=R

eik|x−y|

|x− y|
iku(y)

(
1− R− |x| cos γ

|x− y|

)
dSy+
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1

4π

∫
|y|=R

eik|x−y|

|x− y|
u(y)

R− |x| cos γ

|x− y|2
dSy. (II′)

Îöåíèì ïîî÷åðåäíî âñå òðè èíòåãðàëà â ïðàâîé ÷àñòè (II′). Äëÿ
ïåðâîãî èç íèõ I1 èìååì:

1

4π

∣∣∣ ∫
|y|=R

eik|x−y|

|x− y|

( ∂u
∂|y|

(y)− iku(y)
)
dSy

∣∣∣ 6
1

4π

∫
|y|=R

1

|x− y|
dSy sup

|y|=R

∣∣∣ ∂u
∂|y|

(y)− iku(y)
∣∣∣.

Ïî óñëîâèþ èçëó÷åíèÿ ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ ε(R), ÷òî
âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî∣∣∣ ∂u

∂|y|
(y)− iku(y)

∣∣∣ 6 ε(R)

R
ïðè |y| > R,

ïðè÷åì ε(R)→ 0 ïðè R→ +∞. Êðîìå òîãî èç íåðàâåíñòâà
|x| < R è óñëîâèÿ |y| = R ïîëó÷àåì

|x− y| > |y| − |x| = R− |x| =⇒ 1

|x− y|
6

1

R− |x|
.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ èíòåãðàëà I1 = I1(R) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|I1(R)| 6 1

4π

∫
|y|=R

1

R− |x|
dSy ·

ε(R)

R
=

Rε(R)

R− |x|
.

Ïåðåõîäÿ çäåñü ê ïðåäåëó ïðè R→ +∞, ïîëó÷àåì

lim
R→+∞

|I1(R)| 6 lim
R→+∞

ε(R) = 0.
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Äàëåå, äëÿ âòîðîãî èíòåãðàëà I2 â ïðàâîé ÷àñòè (II′) èìååì:

|I2(R)| 6 1

4π

∫
|y|=R

k|u(y)|
R− |x|

(|x− y| −R + |x|
|x− y|

)
dSy.

Ïî óñëîâèþ ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ C, ÷òî èìååò ìåñòî
îöåíêà

|u(y)| 6 C

R
ïðè |y| > R.

Ñ ó÷åòîì ýòîãî ïðîäîëæèì îöåíèâàòü èíòåãðàë I2 = I2(R):

|I2(R)| 6 1

4π

kC

(R− |x|)R

∫
|y|=R

||x− y| −R| + |x|
|x− y|

dSy.

Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâà −|x| 6 |x− y| − |y| 6 |x| ïðè |y| = R,
èìååì äàëåå

|I2(R)| 6 2kC|x|R
(R− |x|)2

.

Ïåðåõîäÿ çäåñü ê ïðåäåëó ïðè R→ +∞, ïîëó÷àåì

lim
R→+∞

|I2(R)| 6 2kC|x| lim
R→+∞

R

(R− |x|)2
= 0.

Äëÿ òðåòüåãî èíòåãðàëà I3 â ïðàâîé ÷àñòè (II′) èìååì:

|I3(R)| 6 1

4π

∫
|y|=R

1

(R− |x|)
C

R

R

|x− y|2
dSy 6

CR2

(R− |x|)3
.

Óñòðåìëÿÿ çäåñü R→ +∞, âèäèì, ÷òî â ïðåäåëå I3(R) ðàâ-
íî íóëþ. Âñïîìèíàÿ îöåíêó |u(x)| 6 |I1(R)| + |I2(R)| + |I3(R)|
è óñòðåìëÿÿ â íåé R→ +∞, â ïðåäåëå ïîëó÷èì ðàâåíñòâî
u(x) = 0. Çàìåòèì, ÷òî òî÷êà x â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñ ñà-
ìîãî íà÷àëà áûëà âûáðàíà ïðîèçâîëüíî. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíê-
öèÿ u(x) ðàâíà íóëþ âñþäó.
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Ëåêöèÿ 6.

Òåìà. Ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è èõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè. 10.
Îáùèé âèä ñèñòåìû óðàâíåíèé äàííîãî ïîðÿäêà. 20. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè
ñèñòåì. 30. Ñèñòåìû óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà. 40. Ñèñòåìà óðàâíåíèé àêóñòèêè: âûâîä
èç ñèñòåìû óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìèêè, âåêòîðíàÿ ôîðìà çàïèñè. 50. Ñèñòåìà óðàâíåíèé
àêóñòèêè: ïîêîìïîíåíòíàÿ è ìàòðè÷íàÿ ôîðìû çàïèñè. Óðàâíåíèÿ êîíóñà õàðàêòåðèñòè-
÷åñêèõ íîðìàëåé è õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è íà îòûñêàíèå
õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç çàäàííóþ ïîâåðõíîñòü â íà÷àëü-
íûé ìîìåíò âðåìåíè. 60. Ñèñòåìà óðàâíåíèé îäíîìåðíîé ãàçîâîé äèíàìèêè: âåêòîðíàÿ,
ïîêîìïîíåíòíàÿ è ìàòðè÷íàÿ ôîðìû çàïèñè, óðàâíåíèÿ êîíóñà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ íîð-
ìàëåé è õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé.

10. Óñëîâèìñÿ îá îáîçíà÷åíèÿõ, èñïîëüçóåìûõ äàëåå. Âåêòîð
α = (α1, α2, . . . , αn) ñ íåîòðèöàòåëüíûìè öåëûìè êîîðäèíàòàìè
íàçûâàþò ìóëüòèèíäåêñîì. Ïîðÿäêîì ìóëüòèèíäåêñà α íàçû-
âàþò ñóììó åãî êîìïîíåíò:

|α| =
n∑
i=1

αi > 0.

Äëÿ ëþáîãî âåêòîðà ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) èç Rn ôóíêöèÿ ξα, ãäå
α � ìóëüòèèíäåêñ, îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

ξα = ξα1
1 ξ

α2
2 . . . ξαnn .

Ïóñòü x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn. ×àñòíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî
ïåðåìåííîé xi îáîçíà÷èì êàê Di, ò.å. ïîëîæèì

Di =
∂

∂xi
.

Ñîñòàâèì âåêòîð D = (D1, . . . , Dn), òîãäà

Dα = Dα1
1 D

α2
2 . . . Dαn

n .

Åñëè |α| = m > 0, òî äëÿ ôóíêöèè u = u(x), îáëàäàþùåé
íåïðåðûâíûìè ïðîèçâîäíûìè ïîðÿäêà m, îïðåäåëåíû ñìåøàí-
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íûå ïðîèçâîäíûå ïîðÿäêà m:

Dαu(x) ≡ ∂mu

∂xα1
1 ∂x

α2
2 . . . ∂xαnn

, ∀α : |α| = m.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñÿêîìó ìóëüòèèíäåêñó α : |α| 6 m ñîïî-
ñòàâëåíà ìàòðèöà Aα ðàçìåðîâ l × l, ãäå l > 1. Âûðàæåíèå âèäà

L(x,D) ≡
∑
|α|6m

AαD
α

íàçûâàåòñÿ ìàòðè÷íûì äèôôåðåíöèàëüíûì îïåðàòîðîì ñ êî-
ýôôèöèåíòàìè (ìàòðè÷íûìè) Aα, |α| 6 m.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñðåäè êîýôôèöèåíòîâ Aα, ñîîòâåòñòâó-

þùèõ ìóëüòèèíäåêñàì ñòàðøåãî ïîðÿäêà m, èìååòñÿ ïî êðàé-
íåé ìåðå îäíà íåòðèâèàëüíàÿ ìàòðèöà.
Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà L(x,D) � ýòî ìíîæåñòâî

âåêòîð�ôóíêöèé ~u = ~u(x) âûñîòû l, ñêàëÿðíûå êîìïîíåíòû êî-
òîðûõ èìåþò íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå ïîðÿäêà m.
Ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ L(x,D) ê ~u(x) � ýòî âåêòîð�ôóíêöèÿ

~f (x) =

f1(x)
...

fl(x)

 ñ íåïðåðûâíûìè êîìïîíåíòàìè fj(x):

L(x,D)~u(x) =
∑
|α|6m

AαD
α


u1(x)

u2(x)
...

ul(x)

 = ~f (x).

Îïðåäåëåíèå. Âåêòîðíîå ðàâåíñòâî L(x,D)~u = ~f íàçûâàåò-
ñÿ ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé m-ãî ïîðÿäêà.
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Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà l = 1, ò.å. ìàòðèöû Aα ñîâïàäàþò ñ
÷èñëàìè aα, ãîâîðÿò î äèôôåðåíöèàëüíîì óðàâíåíèè m-ãî ïî-
ðÿäêà. Åñëè ýëåìåíòû ìàòðèö Aα è êîìïîíåíòû ôóíêöèè ~f çà-
âèñÿò òîëüêî îò x, òî ñèñòåìó L(x,D)u = f íàçûâàþò ëèíåéíîé.
Åñëè æå ýëåìåíòû ìàòðèö Aα èëè âåêòîð�ôóíêöèè ~f çàâèñÿò

íå òîëüêî îò x, íî è îò êîìïîíåíò (u1, . . . , ul) èñêîìîãî ðåøåíèÿ,
òî ðàâåíñòâî L(x,D)u = f íàçûâàþò êâàçèëèíåéíîé ñèñòåìîé
èëè, â ñëó÷àå l = 1, êâàçèëèíåéíûì óðàâíåíèåì.

20. Ïóñòü çàäàíû ìàòðè÷íûå êîýôôèöèåíòû Aα = Aα(x, ~u)

îïåðàòîðà L(x,D). Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ôóíêöèþ ïåðåìåí-
íîé ξ ∈ Rn:

det
[∑
|α|=m

Aα(x, ~u)ξα
]

= Pm×l(ξ).

Ñóììèðîâàíèå çäåñü âåäåòñÿ ëèøü ïî ìóëüòèèíäåêñàì ïîðÿäêà
â òî÷íîñòè ðàâíîãî m, ò.å. ñòàðøåãî ïîðÿäêà.
Êàê ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ äåòåðìèíàíòà, ôóíêöèÿ Pm×l(ξ)

ïåðåìåííîé ξ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíîðîäíûé ïîëèíîì ñòåïåíè
m× l (ëèáî � â âûðîæäåííîì ñëó÷àå � òîæäåñòâåííûé íóëü.
Óñëîâèìñÿ âûðîæäåííûé ñëó÷àé íå ðàññìàòðèâàòü).
Ôóíêöèþ Pm×l(ξ) íàçûâàþò õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ïîëèíî-

ìîì ñèñòåìû L(x,D)u = f .
Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì ëèíåéíîé ñèñòåìû ñ ïåðåìåí-

íûìè êîýôôèöèåíòàìè çàâèñèò îò x. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïî-
ëèíîì êâàçèëèíåéíîé ñèñòåìû çàâèñèò òàêæå îò èñêîìîãî ðå-
øåíèÿ ~u ñèñòåìû.
Â ñëó÷àå ëèíåéíîé ñèñòåìû õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì íå

çàâèñèò îò ðåøåíèÿ. Åñëè ëèíåéíàÿ ñèñòåìà èìååò ïîñòîÿííûå
êîýôôèöèåíòû, ò.å. ýëåìåíòû ìàòðèö Aα íå çàâèñÿò îò x, òî åå
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õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì îäèíàêîâ äëÿ âñåõ òî÷åê x.
Ñòàðøåé ÷àñòüþ ìàòðè÷íîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòî-

ðà L(x,D) íàçûâàþò îïåðàòîð

L0(x,D) =
∑
|α|=m

AαD
α.

Çàìåíÿÿ â L0(x,D) îïåðàòîðû ÷àñòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ
Di íà ïåðåìåííûå ξi è âû÷èñëÿÿ çàòåì îïðåäåëèòåëü íàéäåííîé
òàêèì îáðàçîì ìàòðèöû, ïîëó÷àåì õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëè-
íîì Pm×l(ξ).
Ðàññìîòðèì â ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ ξ ïîâåðõíîñòü, çà-

äàâàåìóþ óðàâíåíèåì Pm×l(ξ) = 0. Ýòî � êîíè÷åñêàÿ ïîâåðõ-
íîñòü, èáî âìåñòå ñ âåêòîðîì ξ, ëåæàùèì íà íåé, òàì æå ëåæàò
âñå âåêòîðû âèäà λξ, ãäå λ > 0:

Pm×l(ξ) = 0 ⇒ Pm×l(λξ) = 0 ∀λ > 0.

Ïîñëåäíåå çàìå÷àíèå ñðàçó æå ñëåäóåò èç îäíîðîäíîñòè ïîëè-
íîìà Pm×l(ξ). Ðàâåíñòâî Pm×l(ξ) = 0 íàçûâàþò óðàâíåíèåì êî-
íóñà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ íàïðàâëåíèé (íîðìàëåé) â ñâÿçè ñî
ñëåäóþùèì îïðåäåëåíèåì.

Îïðåäåëåíèå. Íåíóëåâîé âåêòîð ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) íàçûâàåò-
ñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé íîðìàëüþ (õàðàêòåðèñòè÷åñêèì íà-
ïðàâëåíèåì) äëÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû L(x,D)u = f â òî÷êå x,
åñëè ξ óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó Pm×l(ξ) = 0.

Ñ óðàâíåíèåì êîíóñà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ íàïðàâëåíèé òåñíî
ñâÿçàíû ñïåöèàëüíîãî òèïà ïîâåðõíîñòè â ïðîñòðàíñòâå íåçàâè-
ñèìûõ ïåðåìåííûõ x, çíàíèå êîòîðûõ âàæíî êàê äëÿ àíàëèçà
ñòðóêòóðû ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñèñòåìû, òàê è äëÿ ïðàâèëüíîé
ïîñòàíîâêè êðàåâûõ çàäà÷.
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Îïðåäåëåíèå. Ïîâåðõíîñòü ϕ(x) = 0 íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêîé äëÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû L(x,D)u = f , åñëè â ëþáîé
åå òî÷êå ñóùåñòâóåò íåâûðîæäåííàÿ íîðìàëü, ïðèíàäëåæà-
ùàÿ êîíóñó õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ íàïðàâëåíèé ðàññìàòðèâàå-
ìîé ñèñòåìû.

Íîðìàëü ~ν ê ïîâåðõíîñòè ϕ(x) = 0 â òî÷êå x ïî íàïðàâëåíèþ
ñîâïàäàåò ñ ãðàäèåíòîì ôóíêöèè ϕ, ò.å.

~ν = ~ν(x) =
1

|∇ϕ|

( ∂ϕ
∂x1

,
∂ϕ

∂x2

, . . . ,
∂ϕ

∂xn

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè
äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ëèíåéíîé ñèñòåìû èìååò âèä

det
[∑
|α|=m

Aα(x)
( ∂ϕ
∂x1

)α1

. . .
( ∂ϕ
∂xn

)αn]
= 0. (1)

Åñëè æå ñèñòåìà êâàçèëèíåéíàÿ, òî óðàâíåíèå õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêèõ ïîâåðõíîñòåé, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçíîå äëÿ ðàçíûõ åå ðåøå-
íèé u.

30. Áóäåì èìåòü äåëî ëèáî ñ ñèñòåìàìè äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà, ò.å. ñ ñèñòåìàìè âèäà

Lm(x,D)~u = ~f ïðè m = 1,

ëèáî ñ îäíèì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì ïîðÿäêà m > 2

(ïðè ýòîì l = 1).
Ïåðåôîðìóëèðóåì äàííûå âûøå îïðåäåëåíèÿ êîíóñà õàðàê-

òåðèñòè÷åñêèõ íàïðàâëåíèé è õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîâåðõíî-
ñòåé ïðèìåíèòåëüíî ê ýòèì ÷àñòíûì ñëó÷àÿì.
Ïóñòü m = 1, x = (x1, x2, . . . , xn) è t ∈ R. Â ïðîñòðàíñòâå ïå-

ðåìåííûõ (x, t) ñàìûé îáùèé âèä ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
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ïåðâîãî ïîðÿäêà ñëåäóþùèé:

A0(x, t)
∂~u

∂t
+

n∑
k=1

Ak(x, t)
∂~u

∂xk
+ B(x, t)~u = ~f. (2)

Óïðàæíåíèå. Ïðîâåðüòå, ÷òî ïðè m = 1 çàïèñü (2) ýêâèâà-
ëåíòíà ïðåæíåé çàïèñè L(x,D)u = f .

Åñëè õîòü êàêîé-íèáóäü îäèí ýëåìåíò ìàòðèö A0, Ak, B èëè
õîòÿ áû îäíà êîìïîíåíòà fj âåêòîð�ôóíêöèè f çàâèñÿò îò ðå-
øåíèÿ u, òî ñèñòåìà (2) êâàçèëèíåéíàÿ.
Ïåðåìåííûå ξ = (ξ1, . . . , ξn) è x = (x1, . . . , xn), ñâÿçàííûå ìåæ-

äó ñîáîé óðàâíåíèåì Pm×l(ξ) = 0, íàçûâàþò äâîéñòâåííûìè
äðóã äðóãó ïåðåìåííûìè.
Ïåðåìåííûå, äâîéñòâåííûå âåêòîðó (x, t), ïðèíÿòî îáîçíà-

÷àòü êàê (ξ, τ ):
(x, t) ↔ (ξ, τ ).

Åñëè íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå � ýòî (x, y, t), òî äâîéñòâåííûå
ê íèì îáîçíà÷àþòñÿ êàê (ξ, η, τ ):

(x, y, t) ↔ (ξ, η, τ ).

Â äâîéñòâåííûõ ïåðåìåííûõ óðàâíåíèå êîíóñà õàðàêòåðèñòè-
÷åñêèõ íîðìàëåé äëÿ ñèñòåìû ïåðâîãî ïîðÿäêà (2) èìååò âèä

Pl(ξ, τ ) = det
[
A0τ +

n∑
k=1

Akξk

]
= 0.

Ïîâåðõíîñòü ϕ(x, t) = 0 ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé äëÿ ñè-
ñòåìû ïåðâîãî ïîðÿäêà (2), åñëè ãðàäèåíò ôóíêöèè ϕ(x, t) â
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ëþáîé òî÷êå ðàññìàòðèâàåìîé ïîâåðõíîñòè íåâûðîæäåí è ïðè
ýòîì

det
[
A0
∂ϕ

∂t
+

n∑
k=1

Ak
∂ϕ

∂xk

]
= 0.

Îïðåäåëåíèå. Ñèñòåìà óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà (2) íàçû-
âàåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé t-ãèïåðáîëè÷åñêîé ïðè óñëîâèè, ÷òî,
âî-ïåðâûõ, ìàòðèöû A0 è Ak, k = 1, 2, . . . , n, ñèììåòðè÷åñêèå
è, âî-âòîðûõ, ìàòðèöà A0 ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, ò.å.
(A0u, u) > 0 äëÿ ëþáîãî u 6= 0.

40. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ïåðâîãî ïîðÿäêà ðàññìîòðèì
ñèñòåìó óðàâíåíèé àêóñòèêè, êîòîðóþ âûâåäåì èç óðàâíåíèé
ãèäðîäèíàìèêè.
Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ � ýòî �àäèàáà-

òè÷åñêèé çàêîí�, ñèñòåìà óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìèêè èìååò âèä

∂~v

∂t
+ (~v · ∇)~v = −1

ρ
∇p,

∂ρ

∂t
+ div(ρ~v) = 0,

p = p0

( ρ
ρ0

)γ
.

Ïîñòîÿííûå γ, p0 è ρ0 çäåñü çàäàíû. Ôèçè÷åñêèé ñìûñë p0 è ρ0

� äàâëåíèå è ïëîòíîñòü ñðåäû â ðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè.
Ñäåëàåì äîïîëíèòåëüíûå ïðåäïîëîæåíèÿ î ìàëîñòè íåêîòî-

ðûõ ðàññìàòðèâàåìûõ ïåðåìåííûõ è èõ ãðàäèåíòîâ. Èìåííî,
ïðåîáðàçóÿ óðàâíåíèÿ ñèñòåìû ãèäðîäèíàìèêè, áóäåì ïðåíå-
áðåãàòü ñòåïåíÿìè êîìïîíåíò âåêòîðà ñêîðîñòè ~v, ñòåïåíÿìè
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ãðàäèåíòîâ ýòèõ êîìïîíåíò, ñòåïåíÿìè èçìåíåíèÿ ïëîòíîñòè ρ,
à òàêæå ãðàäèåíòîâ èçìåíåíèÿ ïëîòíîñòè ïðè óñëîâèè, ÷òî âñå
ýòè ñòåïåíè âûøå ïåðâîé. Äëÿ êðàòêîñòè óñëîâèìñÿ íàçûâàòü
âñå ïåðå÷èñëåííûå ïåðåìåííûå ìàëûìè. Óñëîâèìñÿ òàêæå ïðå-
íåáðåãàòü â âûêëàäêàõ ëþáûì âûðàæåíèåì, èìåþùèì âèä îä-
íîðîäíîãî ïîëèíîìà îò ìàëûõ ïåðåìåííûõ ñòåïåíè âûøå ïåð-
âîé.
Ïåðåõîäÿ ê âûâîäó óðàâíåíèé àêóñòèêè, ïåðåïèøåì óðàâíå-

íèå ñîñòîÿíèÿ â ýêâèâàëåíòíîé ôîðìå

p = c2
0ρ
γ, ãäå c2

0 =
p0

ργ0
> 0.

Èçìåíåíèå ïëîòíîñòè ρ îòíîñèòåëüíî ðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿ-
íèÿ ρ0 õàðàêòåðèçóåòñÿ ôóíêöèåé

s =
ρ− ρ0

ρ0
⇐⇒ ρ = ρ0(1 + s) ⇒ ∇ρ = ρ0∇s.

Ó÷èòûâàÿ ýòî, ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì

p = c2
0ρ
γ = c2

0ρ
γ
0(1 + s)γ = ργ0c

2
0(1 + γs + O(s2)).

Âåëè÷èíîé O(s2) â ñîîòâåòñòâèè ñ ñîãëàøåíèåì î ìàëîñòè êî-
ëåáàíèé ïðåíåáðåæåì, ò.å. äàëåå èñïîëüçóåì ñëåäóþùåå ñîîòíî-
øåíèå

p = ργ0c
2
0(1 + γs) = p0(1 + γs).

Èñïîëüçóÿ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî, ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå íåðàç-
ðûâíîñòè:

div (ρ~v) = ρ div~v + ~v · ∇ρ = ρ0(1 + s) div~v + ~v · ∇ρ,
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èëè, ïîñëå ïåðåãðóïïèðîâêè ñëàãàåìûõ:

div (ρ~v) = ρ0div~v + (ρ0s div~v + ρ0~v∇s).

Ñëàãàåìîå â ñêîáêàõ â ïîëó÷åííîì âûðàæåíèè � ýòî îäíîðîä-
íûé ïîëèíîì âòîðîé ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî ìàëûõ ïåðåìåííûõ

(s,∇s,~v,∇~v).

Ïðåíåáðåãàåì èì, ïîëó÷àÿ â ðåçóëüòàòå ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî

div (ρ~v) ∼= ρ0div~v.

Äàëåå èç óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ è îïðåäåëåíèÿ s èìååì

∂p

∂t
= c2

0

∂

∂t
(ργ) = c2

0γρ
γ−1∂ρ

∂t
=c2

0γρ
γ−1
0 (1 + s)γ−1∂ρ

∂t
=

= ργ−1
0 c2

0γ
(
1 + (γ − 1)s + O(s2)

)∂ρ
∂t
∼= c2

0γρ
γ−1
0

∂ρ

∂t
.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî â ñèëó ìàëîñòè êîëåáàíèé,
èáî ïðîèçâåäåíèå s∂ρ∂t � ýòî îäíîðîäíûé ïîëèíîì âòîðîé ñòå-
ïåíè îòíîñèòåëüíî ìàëûõ ïåðåìåííûõ (s, ∂ρ∂t ). Òàêèì îáðàçîì,
èìååì

∂ρ

∂t
∼=
ρ1−γ

0

γc2
0

∂p

∂t
è äàëåå:

∂ρ

∂t
+ div (ρ~v) ∼=

ρ1−γ
0

γc2
0

∂p

∂t
+ ρ0 div~v.

Ñëåäîâàòåëüíî, â ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ î ìàëîñòè êîëå-
áàíèé óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè ïðèíèìàåò âèä:

∂p

∂t
+ γp0 div~v = 0, ãäå p0 = c2

0ρ
γ
0.
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Ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ. Èìååì ïðè s→ 0:

1

ρ
∇p =

1

ρ0(1 + s)
∇p, 1

1 + s
= 1− s + O(s2).

Ïðåíåáðåãàÿ âåëè÷èíîé O(s2), ïîëó÷àåì 1
1+s
∼= 1− s è äàëåå

∂~v

∂t
+ (~v · ∇)~v +

1

ρ
∇p ∼=

∂~v

∂t
+

1

ρ0
(1− s)∇p ∼=

∂~v

∂t
+

1

ρ0
∇p = 0.

Çäåñü ìû ïðåíåáðåãëè âûðàæåíèÿìè (~v · ∇)~v è 1
ρ0
s∇p, èáî è

òî, è äðóãîå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îäíîðîäíûé ïîëèíîì âòîðîé
ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî îáîçíà÷åííûõ âûøå ìàëûõ ïåðåìåííûõ.
Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìèêè ïðåîáðà-

çîâàíà ê âèäó 
∂p

∂t
+ γp0div~v = 0,

∂~v

∂t
+

1

ρ0
∇p = 0.

Âçÿâ γ = 1, ïîëó÷àåì çàïèñàííóþ â âåêòîðíîé ôîðìå ñèñòåìó
óðàâíåíèé àêóñòèêè:

∂p

∂t
+ p0 div~v = 0,

∂~v

∂t
+

1

ρ0
∇p = 0.

(AQ)

50. Çàïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé àêóñòèêè (AQ) ïîêîìïî-
íåíòíî, ïðåäïîëîæèâ, ÷òî äâèæåíèå ñðåäû ïëîñêîå. Ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî âåêòîðû ñêîðîñòè ëþáîé ÷àñòèöû ñðåäû íàõîäÿòñÿ â
îäíîé è òîé æå ïëîñêîñòè â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè.
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Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïëîñêîñòü, â êîòî-
ðîé íàõîäÿòñÿ ñêîðîñòè, ñîâïàäàåò ñ êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòüþ
z = 0. Òîãäà èìååì ~v =↑ (v1, v2, v3), ãäå v3 ≡ 0. Ñèìâîë ↑ îçíà-
÷àåò, ÷òî ðå÷ü èäåò î âåêòîð-ñòîëáöå. Ïåðåîáîçíà÷èì v1 ÷åðåç
u, v2 ÷åðåç v è çàïèøåì èñõîäíóþ ñèñòåìó â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ:

∂p

∂t
+ ρ0c

2
0

(∂u
∂x

+
∂v

∂y

)
= 0,

∂u

∂t
+

1

ρ0

∂p

∂x
= 0,

∂v

∂t
+

1

ρ0

∂p

∂y
= 0.

(AQ′)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî v3 ≡ 0, ïîñëåäíåå èç óðàâíåíèé äâèæåíèÿ çàïè-
øåì â âèäå ∂p/∂z = 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ p íå çàâèñèò
îò z. Ñèñòåìà (AQ′) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîêîìïîíåíòíóþ çà-
ïèñü ñèñòåìû óðàâíåíèé àêóñòèêè.
Ïîëîæèâ ~u =↑ (p, u, v), çàïèøåì ñèñòåìó (AQ′) â ìàòðè÷-

íîì âèäå. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì îäíîðîäíóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ïåðâîãî ïîðÿäêà:1 0 0

0 1 0

0 0 1


︸ ︷︷ ︸

A′0

∂~u

∂t
+

 0 ρ0c
2
0 0

1
ρ0

0 0

0 0 0


︸ ︷︷ ︸

A′1

∂~u

∂x
+

 0 0 ρ0c
2
0

0 0 0
1
ρ0

0 0


︸ ︷︷ ︸

A′2

∂~u

∂y
= 0.

(AQ′′)
Ìàòðèöû A′1 è A

′
2 â ñèñòåìå (AQ′′) íå ñèììåòðè÷åñêèå, îäíàêî

íåñëîæíî íàéòè ýêâèâàëåíòíóþ ôîðìó çàïèñè ñ ñèììåòðè÷å-
ñêèìè ìàòðèöàìè A0, A1 è A2.
Ñ ýòîé öåëüþ ðàçäåëèì ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (AQ′′) íà

ρ0c
2
0, à âòîðîå è òðåòüå åå óðàâíåíèÿ äîìíîæèì íà ρ0. Ñîîòâåò-
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ñòâóþùèå ìàòðèöû A0, A1 è A2 ïðè ýòîì ïðèìóò ñëåäóþùèé
âèä

A0 =


1

ρ0c
2
0

0 0

0 ρ0 0

0 0 ρ0

, A1 =

0 1 0

1 0 0

0 0 0

 , A2 =

0 0 1

0 0 0

1 0 0

.
Âñå ýòè òðè ìàòðèöû ñèììåòðè÷íû, ïðè÷åì ìàòðèöà A0 ïîëî-
æèòåëüíî îïðåäåëåíà, èáî ïî óñëîâèþ ρ0 > 0 è c2

0 > 0.
Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà óðàâíåíèé àêóñòèêè, çàïèñàííàÿ â

âèäå A0
∂~u
∂t + A1

∂~u
∂x + A2

∂~u
∂y = 0, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèììåòðè÷å-

ñêóþ t-ãèïåðáîëè÷åñêóþ ñèñòåìó.
Óðàâíåíèå êîíóñà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ íîðìàëåé äëÿ ñèñòå-

ìû (AQ′′) èìååò ñëåäóþùèé âèä det
[
A′0τ + A′1ξ + A′2η

]
= 0, èëè,

÷òî òî æå ñàìîå: ∣∣∣∣∣∣∣
τ ρ0c

2
0ξ ρ0c

2
0η

1
ρ0
ξ τ 0

1
ρ0
η 0 τ

∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

Ðàñêðûâàÿ îïðåäåëèòåëü, èìååì τ (τ 2 − c2
0(ξ2 + η2)) = 0. Òàêèì

îáðàçîì, êîíóñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ íîðìàëåé ñèñòåìû óðàâíå-
íèé àêóñòèêè îáðàçóþò òðè ÷àñòè:

1. ïëîñêîñòü τ = 0.

2. ãðàíèöà τ − c0

√
ξ2 + η2 = 0, τ > 0, âåðõíåé ïîëîñòè ïðÿìî-

ãî êðóãîâîãî êîíóñà ñ âåðøèíîé â íà÷àëå è îñüþ τ .

3. ãðàíèöà τ + c0

√
ξ2 + η2 = 0, τ < 0, íèæíåé ïîëîñòè ïðÿìî-

ãî êðóãîâîãî êîíóñà ñ âåðøèíîé â íà÷àëå è îñüþ τ .

Òàêèì îáðàçîì, ïîâåðõíîñòü ϕ(x, y, t) = 0 ÿâëÿåòñÿ äëÿ ñè-
ñòåìû óðàâíåíèé àêóñòèêè õàðàêòåðèñòè÷åñêîé, åñëè ãðàäèåíò
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|∇ϕ| 6= 0 íè â îäíîé òî÷êå ýòîé ïîâåðõíîñòè è ïðè ýòîì ôóíê-
öèÿ ϕ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì îäíîãî èç ñëåäóþùèõ òðåõ óðàâíåíèé

∂ϕ

∂t
= 0,

∂ϕ

∂t
∓ c0

√(
∂ϕ

∂x

)2

+

(
∂ϕ

∂y

)2

= 0.

Åñëè íóæíî íàéòè õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè ñèñòå-
ìû (AQ′), ïðîõîäÿùèå â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ÷åðåç çà-
äàííóþ êðèâóþ ϕ0(x, y) = 0, ê êàæäîìó èç çàïèñàííûõ óðàâíå-
íèé ñëåäóåò äîáàâèòü íà÷àëüíûå äàííûå: ϕ(x, y, 0) = ϕ0(x, y).
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì òðè çàäà÷è Êîøè.
Ðåøåíèå ïåðâîé èç íèõ � ýòî ôóíêöèÿ ϕ0(x, y), ò.å. öèëèí-

äðè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü ϕ0(x, y) = 0 â ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ
(x, y, t) ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé
àêóñòèêè. Îñòàâøèåñÿ äâå çàäà÷è

∂ϕ

∂t
∓ c0

√(
∂ϕ

∂x

)2

+

(
∂ϕ

∂y

)2

= 0, ϕ
∣∣
t=0

= ϕ0(x, y),

ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ Ãàìèëüò�îíà
� ßê�îáè.

60. Ïðèâåäåì ïðèìåð ñèñòåìû êâàçèëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ
÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ïåðâîãî ïîðÿäêà. Âîçüìåì â ñèñòåìå
óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìèêè n = 1, ò.å.

~v = (v), v = v(x, t), p = p(x, t), ρ = ρ(x, t).

Êðîìå òîãî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ èìååò âèä

p = f (ρ), ãäå f ′(ρ) = c2 > 0,

ò.å. ôóíêöèÿ f (ρ) ìîíîòîííî âîçðàñòàåò, îáåñïå÷èâàÿ âûïîë-
íåíèå ïðèíöèïà �÷åì âûøå ïëîòíîñòü, òåì áîëüøå äàâëåíèå�.
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Òîãäà èìååì

div (ρv) =
∂

∂x
(ρv) = ρ

∂v

∂x
+ v

∂ρ

∂x
,

è äàëåå: 
∂ρ

∂t
+ ρ

∂v

∂x
+ v

∂ρ

∂x
= 0,

∂v

∂t
+ v

∂v

∂x
+

1

ρ

∂p

∂x
= 0.

Èç ðàâåíñòâà p = f (ρ) ñëåäóåò, ÷òî

∂p

∂x
= f ′(ρ)

∂ρ

∂x
.

Ïîäñòàâèâ ýòî ñîîòíîøåíèå âî âòîðîå óðàâíåíèå ïîëó÷åííîé
ñèñòåìû, çàòåì çàïèøåì åå â ìàòðè÷íîì âèäå[

1 0

0 1

]
∂

∂t

(
ρ

v

)
+

[
v ρ

f ′(ρ)
ρ v

]
∂

∂x

(
ρ

v

)
=

(
0

0

)
.

Äîìíîæèâ ïåðâîå óðàâíåíèå íà 1
ρ, à âòîðîå � íà ρ

f ′(ρ), ïîëó÷èì:

A0
∂

∂t

(
ρ

v

)
+ A1

∂

∂x

(
ρ

v

)
= 0,

ãäå A0 =

[
1
ρ 0

0 ρ
f ′(ρ)

]
è A1 =

[
v
ρ 1

1 ρv
f ′(ρ)

]
.

Ìàòðèöû A0 è A1 ñèììåòðè÷íû, à ïðîèçâîäíàÿ f ′(ρ) è ïëîò-
íîñòü ρ ñòðîãî ïîëîæèòåëüíû. Ïîýòîìó ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà
ñèììåòðè÷íàÿ t-ãèïåðáîëè÷åñêàÿ. Ýòà ñèñòåìà ê òîìó æå êâà-
çèëèíåéíàÿ è íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé îäíîìåðíîé ãà-
çîäèíàìèêè.
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Óðàâíåíèå êîíóñà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ íîðìàëåé ñèñòåìû óðàâ-
íåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè èìååò âèä det

[
A0τ + A1ξ

]
= 0, èëè∣∣∣∣∣(τ + vξ)1

ρ ξ

ξ (τ + vξ) ρ
f ′(ρ)

∣∣∣∣∣ = 0.

Ðàñêðûâàÿ îïðåäåëèòåëü, èìååì:

(τ + vξ)2 1

c2
− ξ2 = 0, ãäå c2 = f ′(ρ) > 0.

Êðèâàÿ x− x(t) = 0 áóäåò õàðàêòåðèñòè÷åñêîé äëÿ ñèñòåìû
óðàâíåíèé îäíîìåðíîé ãàçîäèíàìèêè è åå ðåøåíèÿ ↑ (ρ, v), åñëè
âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ(dx

dt
− v
)2 1

c2
= 1 ⇐⇒ dx

dt
= v ± c.

Ïî óñëîâèþ c > 0 è ïîýòîìó ÷åðåç ëþáóþ òî÷êó ïëîñêîñòè (x, t),
â êîòîðîé îïðåäåëåíû çíà÷åíèÿ v(x, t) è ρ(x, t), ïðîõîäèò ðîâíî
äâå ðàçëè÷íûõ õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåìû.
Ñèñòåìû ñ ïîäîáíûì ñâîéñòâîì íàçûâàþòñÿ ñòðîãî t-ãèïåðáî-

ëè÷åñêèìè.
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Ëåêöèÿ 7.

ÒÅÌÀ: Îáëàñòè åäèíñòâåííîñòè äëÿ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïî-
ðÿäêà. 10. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è íà îáëàñòü åäèíñòâåííîñòè. 20. Ðàçáèåíèå äâîéñòâåííîãî
ïðîñòðàíñòâà àññîöèèðîâàííîå ñ óðàâíåíèåì êîíóñà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ íîðìàëåé. 30.
Óðàâíåíèå ãðàíèöû êîìïîíåíòû, ñîäåðæàùåé ïîëîæèòåëüíóþ ïîëóîñü τ . 40. Òåîðåìà î
äèôôåðåíöèàëüíîì óðàâíåíèè ãðàíèöû îáëàñòè åäèíñòâåííîñòè. 50. Ïðèìåðû ðåøåíèÿ
çàäà÷ íà îáëàñòü åäèíñòâåííîñòè.

10. Ïðåäìåòîì íàøåãî âíèìàíèÿ â íàñòîÿùåé ëåêöèè ñëóæèò
ñèñòåìà ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè
ïðîèçâîäíûìè ïåðâîãî ïîðÿäêà â ïðîñòðàíñòâå íåçàâèñèìûõ ïå-
ðåìåííûõ (t, x, y). Îáùèé âèä ñèñòåì òàêîãî òèïà çàäàåòñÿ ñëå-
äóþùèì âåêòîðíûì ðàâåíñòâîì

A
∂~u

∂t
+ B

∂~u

∂x
+ C

∂~u

∂y
+ Q~u = ~f. (LS)

Çäåñü A(t, x, y), B(t, x, y), C(t, x, y) è Q(t, x, y) � ýòî êâàäðàò-
íûå ìàòðèöû ðàçìåðîâ n× n, ýëåìåíòû êîòîðûõ ãëàäêèì îá-
ðàçîì çàâèñÿò îò íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ. Âåêòîð-ôóíêöèÿ
~u = ~u(t, x, y) � èñêîìàÿ; ~u � ýòî âåêòîð-ñòîëáåö ñ îäèí ðàç
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûìè êîìïîíåíòàìè:

~u = (u1(t, x, y), u2(t, x, y), . . . , un(t, x, y)).

Âåêòîð-ñòîëáåö ~f (t, x, y) â ïðàâîé ÷àñòè (LS) ïðåäïîëàãàåòñÿ
èçâåñòíûì:

~f = (f1(t, x, y), f2(t, x, y), . . . , fn(t, x, y)).

Åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, òî ñêàëÿðíûå êîìïîíåíòû fj(t, x, y)

ïðåäïîëàãàþòñÿ íåïðåðûâíûìè âî âñåì òðåõìåðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå.
Ìàòðèöû A, B è C â ñòàðøåé ÷àñòè ñèñòåìû (LS) ñèììåò-

ðè÷íû, ò.å.
A = A∗, B = B∗, C = C∗.
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Ïðè ýòîì ìàòðèöàA ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, ò.å. (A0~u, ~u) > 0

äëÿ ∀ ~u 6= 0. Èíûìè ñëîâàìè, ñèñòåìà (LS) ñèììåòðè÷åñêàÿ è t-
ãèïåðáîëè÷åñêàÿ. Ìíîæåñòâî åå ðåøåíèé ðàññìàòðèâàåì äàëåå
â ïîëóïðîñòðàíñòâå t > 0.
Îòìåòèì, ÷òî ïðèìåð ñèñòåìû óêàçàííîãî òèïà äàåò ñèñòåìà

óðàâíåíèé àêóñòèêè.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ôóíêöèÿ

u(0, x, y) èçâåñòíà ëèøü â íåêîòîðîé îãðàíè÷åííîé ïëîñêîé îá-
ëàñòè G:

u(0, x, y) = u0(x, y) ïðè ∀ (x, y) ∈ G. (ID)

Äàëåå íàñ èíòåðåñóåò îòâåò íà ñëåäóþùèé âàæíûé âîïðîñ:
â êàêîé ÷àñòè ïîëóïðîñòðàíñòâà t > 0 ðåøåíèå u(t, x, y) îä-

íîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïî ñâîèì íà÷àëüíûì äàííûì (ID)?

Îïðåäåëåíèå. Îãðàíè÷åííîå ïîäìíîæåñòâî E = E(G) ïîëó-
ïðîñòðàíñòâà t > 0, â òî÷êàõ êîòîðîãî ðåøåíèå u(t, x, y) ñè-
ñòåìû (LS) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïî ñâîèì íà÷àëüíûì çíà-
÷åíèÿì (ID) â îáëàñòè G, íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ åäèíñòâåí-
íîñòè.

Ñ ó÷åòîì ýòîãî îïðåäåëåíèÿ èíòåðåñóþùèé íàñ âîïðîñ ïåðå-
ôîðìóëèðóåì ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Çàäà÷à. Íàéòè äëÿ äàííûõ ëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé (LS)
è îãðàíè÷åííîé ïëîñêîé îáëàñòè G ñîîòâåòñòâóþùóþ èì îá-
ëàñòü åäèíñòâåííîñòè E(G).

Åñëè E(G) � îáëàñòü åäèíñòâåííîñòè, òî ñîâîêóïíîñòü âñåõ
åå ïðåäåëüíûõ òî÷åê, ëåæàùèõ â ïëîñêîñòè t = 0, â òî÷íîñòè
ñîâïàäàåò ñ èñõîäíîé îáëàñòüþ G.
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Ãðàíèöà íà÷àëüíîé îáëàñòè G � ýòî êðèâàÿ â ïëîñêîñòè
ïåðåìåííûõ (x, y). Ïóñòü óðàâíåíèå ýòîé êðèâîé èìååò âèä
ϕ0(x, y) = 0, ïðè÷åì âíóòðè îáëàñòè G ôóíêöèÿ ϕ0(x, y) ñòðîãî
îòðèöàòåëüíà, à âíå � ñòðîãî ïîëîæèòåëüíà, ò.å. ïðè ïåðåõî-
äå ÷åðåç ãðàíèöó ∂G ôóíêöèÿ ϕ0(x, y) âîçðàñòàåò. Òåì ñàìûì
ãðàäèåíò ∇ϕ0(x, y) â ëþáîé òî÷êå ãðàíèöû ∂G íàïðàâëåí âî
âíåøíîñòü îáëàñòè G.
Ïóñòü óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè, îãðàíè÷èâàþùåé îáëàñòü åäèí-

ñòâåííîñòèE(G), èìååò âèä ϕ(t, x, y) = 0. Òîãäà ïðè t = 0 ôóíê-
öèÿ ϕ(t, x, y) äîëæíà ñîâïàäàòü ñ ôóíêöèåé ϕ0(x, y):

ϕ(0, x, y) = ϕ0(x, y) ïðè ∀ (x, y) ∈ G. (G0)

Íàéòè îáëàñòü åäèíñòâåííîñòè E(G), ò.å. ðåøèòü ïîñòàâëåííóþ
âûøå çàäà÷ó, ýòî çíà÷èò íàéòè ôóíêöèþ ϕ(t, x, y).
Â èòîãå âíóòðåííîñòü îáëàñòè E(G) ïîëíîñòüþ áóäåò îõàðàê-

òåðèçîâàíà ïàðîé íåðàâåíñòâ:

E(G) =
{

(t, x, y) | ϕ(t, x, y) < 0, t > 0
}
.

20. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáëàñòü åäèíñòâåííîñòè E(G) ñóùå-
ñòâóåò è îãðàíè÷åíà â ïîëóïðîñòðàíñòâå t > 0 ïîâåðõíîñòüþ
ϕ(t, x, y) = 0.
Âûÿñíèì ïðè êàêèõ äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ôóíê-

öèþ ϕ(t, x, y) ýòà ïîâåðõíîñòü íà ñàìîì äåëå ìîæåò ñëóæèòü
ãðàíèöåé îáëàñòè E(G). Êàê îêàæåòñÿ, ôóíêöèÿ ϕ(t, x, y) îáÿ-
çàíà áûòü ðåøåíèåì íåêîòîðîãî íåëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëü-
íîãî óðàâíåíèÿ.
Ñ öåëüþ ýòî óðàâíåíèå ïîëó÷èòü, ðàññìîòðèì â ïðîñòðàíñòâå

äâîéñòâåííûõ ê (t, x, y) ïåðåìåííûõ ìíîæåñòâî òî÷åê (τ, ξ, η),
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óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèþ

det
[
Aτ + Bξ + Cη

]
= 0. (CE)

Çäåñü A(t, x, y), B(t, x, y), C(t, x, y) � ìàòðèöû èñõîäíîé ñèñòå-
ìû (LS), à ñàìî ðàâåíñòâî (CE) íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì êîíóñà
õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ íîðìàëåé äëÿ òîé æå ñèñòåìû.
Ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå (CE). Ïî óñëîâèþ ìàòðèöà A ïîëî-

æèòåëüíî îïðåäåëåíà è ïî ýòîé ïðè÷èíå íåâûðîæäåíà. Ñëåäî-
âàòåëüíî, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

pn(τ ) = det
[
τ + A−1Bξ + A−1Cη

]
= 0. (CE′)

Ïðè ôèêñèðîâàííûõ (ξ, η) îïðåäåëèòåëü â ëåâîé ÷àñòè (CE′)
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîëèíîì pn(τ ) îò τ ñòåïåíè n. Ðàçëîæèì
åãî íà ëèíåéíûå ïî τ ìíîæèòåëè:

pn(τ ) = (τ + h1(ξ, η)) · (τ + h2(ξ, η)) . . . (τ + hn(ξ, η)).

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü äàëåå, ÷òî âñå êîðíè −hj(ξ, η) â ýòîì ðàç-
ëîæåíèè âåùåñòâåííû è, âîñïîëüçîâàâøèñü (CE′), ïîëó÷èì

(τ + h1(ξ, η)) · (τ + h2(ξ, η)) . . . (τ + hn(ξ, η)) = 0. (CE′′)

Ñ ôóíêöèÿìè −hj(ξ, η) èç ýòîãî ðàçëîæåíèÿ ñâÿæåì åùå îäíó,
îïðåäåëÿåìóþ ñîîòíîøåíèåì

H(ξ, η) = −max
{
−h1(ξ, η),−h2(ξ, η), . . . ,−hn(ξ, η)

}
,

èëè, ÷òî òî æå ñàìîå:

H(ξ, η) = min
{
h1(ξ, η), h2(ξ, η), . . . , hn(ξ, η)

}
. (Hd)

Èíûìè ñëîâàìè, ôóíêöèÿ τ∗(ξ, η) = −H(ξ, η) � ýòî íàèáîëü-
øèé âåùåñòâåííûé êîðåíü óðàâíåíèÿ (CE′′). Îòìåòèì, ÷òî ââå-
äåííàÿ ðàâåíñòâîì (Hd) ôóíêöèÿ H(ξ, η) ïî ñâîèì àðãóìåí-
òàì íåëèíåéíà. Äîêàæåì, ÷òî çàäàþùàÿ ãðàíèöó îáëàñòè E(G)
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ôóíêöèÿ ϕ(t, x, y) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó äèôôåðåíöèàëü-
íîìó óðàâíåíèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà:

∂ϕ

∂t
+ H

(
∂ϕ

∂x
,
∂ϕ

∂y

)
= 0.

Òî÷íåå, óñòàíîâèì ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà. Ïóñòü ôóíêöèÿ ϕ(t, x, y) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì
äâóì óñëîâèÿì

∂ϕ

∂t
+ H

(
∂ϕ

∂x
,
∂ϕ

∂y

)
= 0, ϕ(0, x, y) = ϕ0(x, y).

Òîãäà âíóòðè îáëàñòè, çàäàâàåìîé íåðàâåíñòâàìè

ϕ(t, x, y) < 0, t > 0, (E(G))

ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (LS)�(ID) îïðåäåëåíî îäíîçíà÷íî.

Èíûìè ñëîâàìè, óñëîâèÿ (E(G)) çàäàþò îáëàñòü åäèíñòâåí-
íîñòè äëÿ çàäà÷è (LS)�(ID).
Îòìåòèì ñðàçó æå, ÷òî óñëîâèå

∂ϕ

∂t
+ H

(
∂ϕ

∂x
,
∂ϕ

∂y

)
= 0

âëå÷åò çà ñîáîé âûïîëíåíèå ðàâåíñòâà

det
[
Aϕt + Bϕx + Cϕy

]
= 0.

Ýòî ïî îïðåäåëåíèþ îçíà÷àåò, ÷òî ïîâåðõíîñòü ϕ(t, x, y) = 0 ÿâ-
ëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé äëÿ ñèñòåìû (LS).
Äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè ïðåäïîøëåì áîëåå

äåòàëüíîå èññëåäîâàíèå ìíîæåñòâà K âñåõ òåõ òî÷åê (τ, ξ, η),
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äëÿ êîòîðûõ ìàòðèöà (Aτ + Bξ + Cη) íåîòðèöàòåëüíî îïðåäå-
ëåíà:

K =
{

(τ, ξ, η) |
(
(Aτ + Bξ + Cη)u, u

)
> 0 ∀u

}
.

Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî K, âî-ïåðâûõ, íå ïóñòî: åìó ïðèíàä-
ëåæèò òî÷êà (1, 0, 0), êàê ýòî ñëåäóåò èç ïîëîæèòåëüíîé îïðå-
äåëåííîñòè ìàòðèöû A.
Âî-âòîðûõ, çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî K êîíè÷åñêîå, ò.å. âìå-

ñòå ñ ëåæàùåé â K òî÷êîé (τ, ξ, η) åìó æå ïðèíàäëåæèò âåñü
ïðîõîäÿùèé ÷åðåç ýòó òî÷êó ëó÷ ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò:

(τ, ξ, η) ∈ K =⇒ (λτ, λξ, λη) ∈ K äëÿ ∀λ > 0.

Â-òðåòüèõ, çàìåòèì, ÷òî êîíóñ K � ýòî âûïóêëîå ìíîæåñòâî,
ò.å. âìåñòå ñ ëþáûìè äâóìÿ òî÷êàìè (τ1, ξ1, η1) è (τ2, ξ2, η2)

èç K åìó æå ïðèíàäëåæèò ëþáàÿ èõ âûïóêëàÿ êîìáèíàöèÿ:
α(τ1, ξ1, η1) + (1− α)(τ2, ξ2, η2) ∈ K äëÿ âñåõ α : 0 < α < 1.
Âûâåäåì óðàâíåíèå ãðàíèöû êîíóñàK. Ïóñòü òî÷êà (τ0, ξ0, η0)

ëåæèò íà ãðàíèöå ∂K êîíóñà. Òîãäà â ñèëó íåïðåðûâíîñòè
êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ((τA + ξB + ηC)u, u) îòíîñèòåëüíî ïåðå-
ìåííûõ (τ, ξ, η) è åå æå ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè âíóòðè
K íà åãî ãðàíèöå ïîëó÷àåì ïðåäåëüíîå íåðàâåíñòâî:

((τ0A + ξ0B + η0C)u, u) > 0 ∀ (τ0, ξ0, η0) ∈ ∂K.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íè äëÿ êàêîé ëåæàùåé íà ãðàíèöå ∂K òî÷-
êè (τ0, ξ0, η0) êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ((τ0A + ξ0B + η0C)u, u) íå
ìîæåò áûòü ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé. Äîêàæåì ýòî.
Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà äëÿ âñåõ u ñ óñëîâèåì (u, u) = 1

ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî(
(τ0A + ξ0B + η0C)u, u

)
> κ > 0. (1)
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Ìàòðèöà (τ0A + ξ0B + η0C) ñèììåòðè÷íà è â êà÷åñòâå κ â îöåí-
êå (1) ìîæíî âçÿòü ìèíèìàëüíîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî ýòîé ìàò-
ðèöû. Íî ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû τA + ξB + ηC îò ïåðå-
ìåííûõ (τ, ξ, η) çàâèñÿò íåïðåðûâíî. Ïî ýòîé ïðè÷èíå íåðà-
âåíñòâî (1) äîëæíî ñîõðàíÿòüñÿ è â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè
òî÷êè (τ0, ξ0, η0), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ ïðèíàäëåæíîñòè
(τ0, ξ0, η0) ãðàíèöå ∂K.
Ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå åå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ñòðîãî ïîëîæè-
òåëüíû. Ìàòðèöà æå (τ0A + ξ0B + η0C) ñèììåòðè÷íà, íå ÿâëÿ-
åòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé è â òî æå âðåìÿ íåîòðèöà-
òåëüíî îïðåäåëåíà. Ýòî âîçìîæíî ëèøü â ñëó÷àå, åñëè ó íåå
åñòü õîòÿ áû îäíî íóëåâîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ìàòðèöà (τ0A + ξ0B + η0C) îáÿçàíà áûòü âûðîæäåííîé:

det
[
Aτ0 + Bξ0 + Cη0

]
= 0.

Ïîëüçóÿñü ðàçëîæåíèåì îïðåäåëåííîãî ðàâåíñòâîì (CE′) ïî-
ëèíîìà pn(τ0) íà ëèíåéíûå ïî τ0 ìíîæèòåëè, ïðèõîäèì ê ýêâè-
âàëåíòíîé ôîðìå çàïèñè ïðåäûäóùåãî óñëîâèÿ

(τ0 + h1(ξ0, η0)) . . . (τ0 + hn(ξ0, η0)) = 0. (2)

Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåòñÿ íîìåð j, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî ðà-
âåíñòâî τ0 + hj(ξ0, η0) = 0. Åñëè âñå ôóíêöèè hk(ξ0, η0) â ðàçëî-
æåíèè (2) ðàçëè÷íû, òî íîìåð j ñ óêàçàííûì ñâîéñòâîì åäèí-
ñòâåí. Äëÿ ôèêñèðîâàííûõ (ξ0, η0) íóæíûé íîìåð j îïðåäåëÿ-
åòñÿ èç óñëîâèÿ, ÷òî

hj(ξ0, η0) = min
{
h1(ξ0, η0), h2(ξ0, η0), . . . , hn(ξ0, η0)

}
.

Èíûìè ñëîâàìè, ôóíêöèÿ hj(ξ, η) ñîâïàäàåò ñ ââåäåííîé ðà-
íåå ôóíêöèåé H(ξ, η). Òàêèì îáðàçîì, ãðàíèöà ∂K çàäàåòñÿ



Ëåêöèÿ 7 97

óðàâíåíèåì

τ + H(ξ, η) = 0.

Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó ñôîðìóëèðîâàííîé âûøå òåîðåìû
îá îáëàñòè åäèíñòâåííîñòè.
Ïóñòü åñòü äâà ðåøåíèÿ u1(t, x, y) è u2(t, x, y) çàäà÷è Êî-

øè (LS)�(ID). Ôóíêöèÿ ~u(t, x, y) = ~u1(t, x, y)− ~u2(t, x, y) óäî-
âëåòâîðÿåò îäíîðîäíîé ëèíåéíîé ñèñòåìå

A
∂~u

∂t
+ B

∂~u

∂x
+ C

∂~u

∂y
+ Q~u = 0 (LS0)

è îäíîðîäíûì æå íà÷àëüíûì äàííûì

u(0, x, y) = 0 ïðè ∀ (x, y) ∈ G. (ID0)

Ïðåäïîëîæèâ, ÷òî ìàòðèöûA,B è C ïîñòîÿííû, äîìíîæèì îáå
÷àñòè ñèñòåìû (LS0) ñêàëÿðíî íà âåêòîð ôóíêöèþ 2~u(t, x, y).
Òîãäà ïîëó÷èì

2(A
∂~u

∂t
, ~u) + 2(B

∂~u

∂x
, ~u) + 2(C

∂~u

∂y
, ~u) + 2(Q~u, ~u) = 0. (3)

Ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèå â ëåâîé ÷àñòè. Èìååì

2

(
A
∂~u

∂t
, ~u

)
=

(
∂(A~u)

∂t
, ~u

)
+

(
∂~u

∂t
, A∗~u

)
=

(
∂(A~u)

∂t
, ~u

)
+

(
A~u,

∂~u

∂t

)
=
∂

∂t
(A~u, ~u).

Àíàëîãè÷íûå ðàâåíñòâà ñïðàâåäëèâû äëÿ ìàòðèö B è C:

2

(
B
∂~u

∂x
, ~u

)
=

∂

∂x
(B~u, ~u), 2

(
C
∂~u

∂y
, ~u

)
=

∂

∂y
(C~u, ~u).
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Èñïîëüçóåì êðîìå òîãî ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå êâàäðàòè÷-
íîé ôîðìû ñ ìàòðèöåé Q:

2(Q~u, ~u) = (Q~u, ~u) + (~u,Q∗~u) =

((Q + Q∗)~u, ~u) = −(D~u, ~u).

Çäåñü è äàëåå ÷åðåç D îáîçíà÷åíà ìàòðèöà −(Q + Q∗). Ïîä-
ñòàâëÿÿ íàéäåííûå ïðåäñòàâëåíèÿ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì â ðà-
âåíñòâî (3), ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó äèôôåðåíöèàëüíîìó òîæ-
äåñòâó

∂

∂t
(A~u, ~u) +

∂

∂x
(B~u, ~u) +

∂

∂y
(C~u, ~u) = (D~u, ~u). (EId)

Ìàòðèöû A, B, C è D çäåñü ñèììåòðè÷íû, ò.å.

A = A∗, B = B∗, C = C∗, D = D∗.

Òîæäåñòâî (EId) íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì ýíåðãèè äëÿ ñèñòå-
ìû (LS), çàïèñàííûì â äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå.
Âîçüìåì äâà ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿ t, ïîä÷èíèâ èõ óñëîâèÿì

0 < t1 < t2 < T , ãäå T = max
x,y,t

ϕ(t, x, y).

Ðàññìîòðèì îáúåìíûé ñëîé V (t1, t2), çàêëþ÷åííûé ìåæäó ñå-
÷åíèÿìè ïîâåðõíîñòè ϕ(t, x, y) = 0 ïëîñêîñòÿìè t = t1 è t = t2
âíóòðè îáëàñòè ϕ(t, x, y) < 0. Ïðîèíòåãðèðîâàâ òîæäåñòâî (EId)
ïî V (t1, t2), ïîëó÷èì∫

V (t1,t2)

[
∂

∂t
(A~u, ~u) +

∂

∂x
(B~u, ~u) +

∂

∂y
(C~u, ~u)

]
dtdxdy =

=

∫
V (t1,t2)

(D~u, ~u) dtdxdy. (EI)
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Îáúåìíûé èíòåãðàë ñëåâà ïðåîáðàçóåì ïî ôîðìóëå Ãàóññà�
Îñòðîãðàäñêîãî:∫

V (t1,t2)

[
∂

∂t
(A~u, ~u) +

∂

∂x
(B~u, ~u) +

∂

∂y
(C~u, ~u)

]
dtdxdy =

=

∫
∂V (t1,t2)

[
τ (A~u, ~u) + ξ(B~u, ~u) + η(C~u, ~u)

]
dS.

Çäåñü (τ, ξ, η) � åäèíè÷íàÿ âíåøíÿÿ íîðìàëü ê ãðàíèöå ∂V (t1, t2)

â ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êå.
Ïîâåðõíîñòü ∂V (t1, t2) ñîñòîèò èç òðåõ ÷àñòåé: ïëîñêîñòè t = t1,

ãäå (τ, ξ, η) = (−1, 0, 0), ïëîñêîñòè t = t2, ãäå (τ, ξ, η) = (1, 0, 0),
è ÷àñòè S(t1, t2) ïîâåðõíîñòè ϕ(t, x, y) = 0 ìåæäó ïëîñêîñòÿìè
t = t1 è t = t2, ãäå

(τ, ξ, η) =
1

|∇ϕ|
(ϕt, ϕx, ϕy).

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ïðåîáðàçîâàííîãî èíòåãðàëà â ëåâóþ ÷àñòü
ðàâåíñòâà (EI) ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ

I(t2)− I(t1)+∫
S(t1,t2)

[ϕt(A~u, ~u) + ϕx(B~u, ~u) + ϕy(C~u, ~u)]
1

|∇ϕ|
dS =

=

∫
V (t1,t2)

(D~u, ~u) dtdxdy.

Çäåñü ÷åðåç I(t) îáîçíà÷åí ñëåäóþùèé èíòåãðàë

I(t) =

∫
ϕ(t,x,y)<0

(A~u, ~u) dxdy.
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Â ñèëó ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè ìàòðèöû A èíòåãðàë
I(t) ïðè âñåõ t > 0 íåîòðèöàòåëåí, â íà÷àëüíûé æå ìîìåíò âðå-
ìåíè ýòîò èíòåãðàë áåðåòñÿ ïî îáëàñòè G è, â ñèëó ñîâïàäåíèÿ
â ýòîé îáëàñòè ôóíêöèé u1(0, x, y) è u2(0, x, y), ýòîò èíòåãðàë
ðàâåí íóëþ:

I(0) =

∫
ϕ(0,x,y)<0

(A~u, ~u) dxdy =

∫
G

(A~u, ~u)
∣∣∣
t=0

dxdy = 0.

Ïî óñëîâèþ âåêòîð íîðìàëè (τ, ξ, η) = 1
|∇ϕ|(ϕt, ϕx, ϕy). ëåæèò

íà ãðàíèöå êîíóñà K õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ íàïðàâëåíèé. Ñëåäî-
âàòåëüíî, íà ïîâåðõíîñòè S(t1, t2) ìàòðèöà

1

|∇ϕ|
[ϕt(A~u, ~u) + ϕx(B~u, ~u) + ϕy(C~u, ~u)]

íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà. Òàêèì îáðàçîì, èìååì íåðàâåíñòâî

I(t2) 6 I(t1) +

∫
V (t1,t2)

(D~u, ~u) dtdxdy =

= I(t1) +

t2∫
t1

{ ∫
ϕ(τ,x,y)<0

(D~u, ~u) dxdy
}
dτ .

Èç îïðåäåëåíèÿ ìàòðèöû D è ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè
ìàòðèöû A ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ M , ñ êî-
òîðîé èìååò ìåñòî îöåíêà |(D~u, ~u) 6M(A~u, ~u). Ïîäñòàâëÿÿ åå
â ïðåäûäóùåå íåðàâåíñòâî, ïîëó÷àåì

I(t2) 6 I(t1) + M

t2∫
t1

I(τ ) dτ .
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Ïåðåõîäÿ çäåñü ê ïðåäåëó ïðè t1 → t2, ïîëó÷àåì â èòîãå ñëåäó-
þùåå äèôôåðåíöèàëüíîå íåðàâåíñòâî

I ′(t) 6MI(t), 0 6 t 6 T .

Äîìíîæàÿ îáå ÷àñòè ïîëó÷åííîãî íåðàâåíñòâà íà ïîëîæèòåëü-
íóþ ôóíêöèþ e−Mt è ïðîèçâîäÿ ïåðåãðóïïèðîâêó ñëàãàåìûõ,
ïðèõîäèì ê îöåíêå

e−MtI ′(t)−Me−MtI(t) 6 0, 0 6 t 6 T ,

èëè, â ýêâèâàëåíòíîì âèäå

d

dt

(
e−MtI(t)

)
6 0, 0 6 t 6 T .

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ e−MtI(t) íà îòðåçêå 0 6 t 6 T ìîíî-
òîííî íå âîçðàñòàåò, ïðèíèìàÿ â ëþáîé ðàññìàòðèâàåìûé ìî-
ìåíò âðåìåíè çíà÷åíèå, íå ïðåâîñõîäÿùåå íà÷àëüíîãî:

I(t) 6 eMtI(0), 0 6 t 6 T . (EI+)

Êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, â óñëîâèÿõ òåîðåìû èíòåãðàë I(0)

ðàâåí íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó àïðèîðíîé îöåíêè (EI+)
íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ I(t) íà îòðåçêå 0 6 t 6 T îáÿçàíà
ðàâíÿòüñÿ íóëþ òîæäåñòâåííî. Ó÷èòûâàÿ åùå ïîëîæèòåëüíóþ
îïðåäåëåííîñòü ìàòðèöû A, çàêëþ÷àåì, ÷òî âåêòîð-ôóíêöèÿ

~u(t, x, y) = ~u1(t, x, y)− ~u2(t, x, y)

â îáëàñòè (E(G)) òàêæå ðàâíà íóëþ òîæäåñòâåííî. Òåîðåìà îá
îáëàñòè åäèíñòâåííîñòè äîêàçàíà.
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Ëåêöèÿ 8.

ÒÅÌÀ: Ïðåäìåò è ýôôåêòû òåîðèè íåëèíåéíûõ âîëí. 10. Ïðèìåðû íåëèíåéíûõ óðàâíå-
íèé òåîðèè âîëí. Ýôôåêòû, õàðàêòåðíûå äëÿ òåîðèè íåëèíåéíûõ âîëí. 20. Äèñïåðñèÿ
âîëí: äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå äëÿ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé è ñèñòåì, ïðèìåðû, ðàçìû-
âàíèå ïðîôèëÿ âîëíû â ñðåäå ñ äèñïåðñèåé, íåëèíåéíûé ñëó÷àé. 30. Ðàçðóøåíèå âîëíû:
çàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ ïðîñòûõ âîëí, åå ðåøåíèå ìåòîäîì õàðàêòåðèñòèê. Îáîá-
ùåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ïðîñòûõ âîëí. Óñëîâèÿ íà ðàçðûâå è ïîèñê òî÷êè ðàçðûâà.

10. Ìîäåëèðîâàíèå ðåàëüíûõ âîëíîâûõ ïðîöåññîâ çà÷àñòóþ
ïðèâîäèò ê çàäà÷àì äëÿ íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé èëè ñèñòåì. Â ïðîñòåéøèõ íåëèíåéíûõ ìîäåëÿõ èñêîìàÿ
ôóíêöèÿ u = u(x, t) çàâèñèò ðîâíî îò äâóõ âåùåñòâåííûõ ïå-
ðåìåííûõ, îäíà èç êîòîðûõ t âñåãäà íåîòðèöàòåëüíà, t > 0. Îá-
ùèé âèä óðàâíåíèÿ, ðåøåíèåì êîòîðîãî â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ
èñêîìàÿ ôóíêöèÿ u = u(x, t), çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì ðàâåíñòâîì

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+

+∞∫
−∞

K(x− s)∂u
∂s

(s, t) ds = 0. (U)

ßäðîK(·) èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà â (U) ìîæåò áûòü êàê ãëàä-
êîé ôóíêöèåé, òàê è ôóíêöèåé èç L2(R), à â ðÿäå ñëó÷àåâ � äà-
æå ñèíãóëÿðíîé îáîáùåííîé ôóíêöèåé. Ðàâåíñòâî (U) â îáùåì
ñëó÷àå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èíòåãðîäèôôåðåíöèàëüíîå íåëèíåé-
íîå óðàâíåíèå.
Â ñëó÷àå òîæäåñòâåííî íóëåâîãî ÿäðà K(·) óðàâíåíèå (U)

ñòàíîâèòñÿ êâàçèëèíåéíûì óðàâíåíèåì ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîä-
íûìè ïåðâîãî ïîðÿäêà:

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= 0. (SW)

Äàëåå áóäåì ññûëàòüñÿ íà óðàâíåíèå (SW) êàê íà óðàâíåíèå
ïðîñòûõ âîëí. Åñëè ÿäðî K(·) ïðèíàäëåæèò L2(R), òî óðàâíå-
íèå (U) íàçûâàþò óðàâíåíèåì Óèçåìà.
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Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (U), åñëè íå îãîâàðèâàåòñÿ èíîå, áóäåì
èñêàòü â êëàññå íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé v(x, t),
èìåþùèõ íåïðåðûâíûå ïî x ïðîèçâîäíûå âïëîòü äî çàäàííîãî
ïîðÿäêà m è óäîâëåòâîðÿþùèõ äëÿ ëþáîãî T > 0 óñëîâèþ

sup
06t6T

+∞∫
−∞

(1 + |x|)|v(x, t)| dx < +∞. (FD)

Ôóíêöèè ñ óñëîâèåì (FD) áóäåì íàçûâàòü áûñòðîóáûâàþùè-
ìè. Åñëè ýòî íåîáõîäèìî, òî è ïðîèçâîäíûå ïî x âïëîòü äî
çàäàííîãî ïîðÿäêà m òàêæå áóäåì ïðåäïîëàãàòü áûñòðîóáûâà-
þùèìè.
Îòìåòèì, ÷òî åñëè ðåøåíèå u(x, t) óðàâíåíèÿ (U) áûñòðîóáû-

âàþùàÿ ôóíêöèÿ, òî äëÿ ôóíêöèè ϕ(x) = u(x, 0) ñïðàâåäëèâà
îöåíêà

+∞∫
−∞

(1 + |x|)|ϕ(x)| dx < +∞.

Â ÷àñòíîñòè, ýòîìó ñîîòíîøåíèþ óäîâëåòâîðÿåò ëþáàÿ ôèíèò-
íàÿ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ ϕ(x) îäíîé ïåðå-
ìåííîé, à òàêæå ïðîèçâîäíàÿ ëþáîãî ïîðÿäêà îò òàêîé ôóíê-
öèè.
Åñëè K(y) = δ′(y), ãäå δ(y) � ýòî èçâåñòíàÿ äåëüòà ôóíêöèÿ

Äèðàêà, òî óðàâíåíèå (U) ïðèíèìàåò âèä

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
=
∂2u

∂x2
.

Ýòî êâàçèëèíåéíîå óðàâíåíèå ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè âòî-
ðîãî ïîðÿäêà èçâåñòíî êàê óðàâíåíèå Áþðãåðñà.
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Åñëè K(y) = −δ′′(y), òî óðàâíåíèå (U) ïðèíèìàåò âèä

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
− ∂3u

∂x3
= 0.

Ýòî íåëèíåéíîå óðàâíåíèå ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè òðåòüåãî
ïîðÿäêà ñ ïîìîùüþ ïîäõîäÿùåé çàìåíû ïåðåìåííûõ ïðèâîäèò-
ñÿ ê ýêâèâàëåíòíîé ôîðìå

∂u

∂t
− 6u

∂u

∂x
+
∂3u

∂x3
= 0. (KdF)

Â âèäå (KdF) óðàâíåíèå èçâåñòíî êàê óðàâíåíèå Êîðòâåãà�äå
Ôðèçà, èëè (ÊäÔ)-óðàâíåíèå.
Óðàâíåíèÿ ïðîñòûõ âîëí, Êîðòâåãà�äå Ôðèçà è Áþðãåðñà

ñëóæàò ýëåìåíòàðíûìè áàçîâûìè ìîäåëÿìè íåëèíåéíîé òåî-
ðèè âîëí. Êîíå÷íî æå, ýòèìè óðàâíåíèÿìè íå èñ÷åðïûâàåòñÿ
âñå ìíîãîîáðàçèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, ïðèìåðû âàæíûõ
íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé äàþò êóáè÷åñêîå óðàâíåíèå Øðåäèíãå-
ðà:

i
∂u

∂t
+
∂2u

∂x2
+ ν|u|2u = 0,

à òàêæå óðàâíåíèå ñèíóñ�Ãîðäîíà:

∂2u

∂t2
− ∂2u

∂x2
− sinu = 0.

Ìû æå, â îñíîâíîì, áóäåì ðàññìàòðèâàòü äàëåå çàäà÷ó Êî-
øè äëÿ óðàâíåíèÿ ïðîñòûõ âîëí, óðàâíåíèÿ (ÊäÔ), à òàêæå
óðàâíåíèÿ Áþðãåðñà. Òàêàÿ çàäà÷à ïîëó÷àåòñÿ äîáàâëåíèåì ê
óðàâíåíèþ íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ âèäà u(x, 0) = ϕ(x), ãäå ãëàä-
êàÿ ôóíêöèÿ ϕ(x) çàäàíà è áûñòðî óáûâàåò âìåñòå ñî ñâîèìè
ïðîèçâîäíûìè âïëîòü äî íóæíîãî ïîðÿäêà.
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Ïðè èçó÷åíèè íåëèíåéíûõ âîëí â ñðåäàõ ïðèíÿòî âûäåëÿòü
íåêîòîðûå õàðàêòåðíûå äëÿ òàêèõ âîëí ýôôåêòû. Ê òàêîãî ðî-
äà ýôôåêòàì îòíîñÿò, â ÷àñòíîñòè, äèñïåðñèþ âîëí, à òàêæå
ðàçðóøåíèå, èëè îïðîêèäûâàíèå, âîëíû ñ îáðàçîâàíèåì ðàçðû-
âîâ. Îñîáîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ ïîèñêó ñïåöèàëüíûõ ÷àñòíûõ
ðåøåíèé íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé, íàçûâàåìûõ ñîëèòîíàìè. Ïî
îïðåäåëåíèþ, ñîëèòîí � ýòî òàêàÿ óåäèíåííàÿ âîëíà (ëîêàëè-
çîâàííîå â ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèå íåëèíåéíîãî ýâîëþöèîííîãî
óðàâíåíèÿ), êîòîðàÿ âçàèìîäåéñòâóåò ñ äðóãèìè ëîêàëüíûìè
âîçìóùåíèÿìè óïðóãèì îáðàçîì, ò.å. ïîäîáíî ÷àñòèöå âñåãäà
âîññòàíàâëèâàåò ñâîþ ïåðâîíà÷àëüíóþ ôîðìó.
Óåäèíåííóþ âîëíó � ñîëèòîí � âïåðâûå íàáëþäàë â 1834 ã.

Äæ. Ðàññåë (J. Russell). Îí äàë åå íàó÷íîå îïèñàíèå â 1838 ã.,
íàçâàâ âîëíîé ïåðåíîñà. Â 1895 ã. Ä.Êîðòåâåã (D.Korteweg) è äå
Ã.Ôðèñ (G. de Vries) ïîëó÷èëè ïðèáëèæåííîå óðàâíåíèå ðàñïðî-
ñòðàíåíèÿ âîëí â îäíîì íàïðàâëåíèè ïî ïîâåðõíîñòè ìåëêîãî
êàíàëà, ïîçæå è ïîëó÷èâøåå íàçâàíèå óðàâíåíèÿ (ÊäÔ).

20. Ïîíÿòèå äèñïåðñèè èñòîðè÷åñêè ïîÿâèëîñü â ñâÿçè ñ ðàñ-
ñìîòðåíèåì ëèíåéíûõ ìîäåëåé, ñîîòâåòñòâóþùèõ äèôôåðåíöè-
àëüíûì óðàâíåíèÿì ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Îáùèé
âèä òàêîãî óðàâíåíèÿ â ñëó÷àå äâóõ ïåðåìåííûõ (x, t) ñëåäóþ-
ùèé: ∑

|α|6m

aαD
αu = 0,

ãäå α = (α0, α1), aα � ïîñòîÿííûå, D = (∂/∂t, ∂/∂x). Îáðàçóåì
ñëåäóþùèé ïîëèíîì

L[τ, ξ] =
∑

06α0+α16m

a(α0,α1)τ
α0ξα1.
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Òîãäà èñõîäíîå ëèíåéíîå óðàâíåíèå ìîæíî çàïèñàòü â îïåðà-
òîðíîì âèäå

L[
∂

∂t
,
∂

∂x
]u = 0. (LE)

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïëîñêóþ ãàðìîíè÷åñêóþ âîëíó , ò.å. ôóíê-
öèþ âèäà

u(x, t) = Aeikx−iωt. (PW)

Çäåñü A � àìïëèòóäà, k � âîëíîâîå ÷èñëî, ω � óãëîâàÿ ÷à-
ñòîòà, Φ = kx− ωt � ôàçà âîëíû.
Âûÿñíèì, êîãäà ðàññìàòðèâàåìàÿ ôóíêöèÿ u(x, t) áóäåò ðå-

øåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (LE). Ïîäñòàâèâ (PW)
â (LE), ïîëó÷èì

L[−iω, ik]Aeikx−iωt = 0 ⇔ L[−iω, ik] = 0. (DR)

Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå (DR) íàçûâàåòñÿ äèñïåðñèîííûì ñîîò-
íîøåíèåì äëÿ óðàâíåíèÿ (LE).
Òàêèì îáðàçîì, ïëîñêàÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ âîëíà (PW) ðåøàåò

óðàâíåíèå (LE) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà óãëîâàÿ ÷àñòîòà
ω ñâÿçàíà ñ âîëíîâûì ÷èñëîì k äèñïåðñèîííûì ñîîòíîøåíè-
åì (DR).
Ðàçðåøèì äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå (DR) îòíîñèòåëüíî

óãëîâîé ÷àñòîòû ω, ò.å. îïðåäåëèì ïåðåìåííóþ ω êàê ôóíêöèþ
ω = ω(k) âåùåñòâåííîãî âîëíîâîãî ÷èñëà k. Òîãäà ñêîðîñòü ðàñ-
ïðîñòðàíåíèÿ ïëîñêîé ãàðìîíè÷åñêîé âîëíû (PW) âäîëü îñè
x îïðåäåëèòñÿ ðàâåíñòâîì

CΦ =
ω(k)

k
.

Âåëè÷èíó CΦ íàçûâàþò ôàçîâîé ñêîðîñòüþ.
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Åñëè ôàçîâàÿ ñêîðîñòü CΦ íå çàâèñèò îò k, ò.å. ïîñòîÿííà, òî
ãîâîðÿò, ÷òî âîëíà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ áåç äèñïåðñèè. Â ïðîòèâ-
íîì ñëó÷àå ãîâîðÿò î äèñïåðñèè âîëíû, èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, î
ðàñïðîñòðàíåíèè âîëíû â äèñïåðãèðóþùåé ñðåäå.
Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ. Âîëíîâîìó óðàâíåíèþ (W)

ñîîòâåòñòâóåò äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå ω2 = a2k2, îòêóäà ñëå-
äóåò, ÷òî ôàçîâàÿ ñêîðîñòü â ýòîì ñëó÷àå ðàâíà ±a, ò.å. äèñïåð-
ñèÿ â ýòîì ñëó÷àå îòñóòñòâóåò. Äàëåå, óðàâíåíèþ

∂2u

∂t2
+ c2∆2u = 0

ñîîòâåòñòâóåò äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå −ω2 + c2k4 = 0, îò-
êóäà ñëåäóåò, ÷òî CΦ = ±ck, ò.å. óðàâíåíèå îïèñûâàåò ðàñïðî-
ñòðàíåíèå âîëíû â ñðåäå ñ äèñïåðñèåé.
Äëÿ ëèíåàðèçîâàííîãî óðàâíåíèÿ Êîðòâåãà�äå Ôðèçà

∂u

∂t
+ c0

∂u

∂x
− h2

0

6

∂3u

∂x3
= 0

äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå èìååò âèä

−iω + ic0k + i
h2

0

6
k3 = 0,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî CΦ = c0 +
h2

0
6 k

2, ò.å. è â ýòîì ñëó÷àå óðàâíå-
íèå îïèñûâàåò âîëíû â ñðåäå ñ äèñïåðñèåé.
Âîëíîâûå ïðîöåññû ïðè íàëè÷èè äèñïåðñèè è áåç òàêîâîé ñó-

ùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà. Ïîÿñíèì, ïî÷åìó òàê
ïðîèñõîäèò.
Ïóñòü ïðîôèëü âîëíû u(x, t) â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè

çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì u(x, 0) = u0(x). Òîãäà èñêîìàÿ ôóíêöèÿ
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ðåøàåò ñëåäóþùóþ çàäà÷ó Êîøè

L[
∂

∂t
,
∂

∂x
]u = 0 ïðè t > 0, u(x, 0) = u0(x).

Ïðè èçâåñòíûõ èç ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà óñëîâèÿõ ôóíêöèþ
u0(x) ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ñóïåðïîçèöèþ ïëîñêèõ ãàðìîíè-
÷åñêèõ âîëí:

u0(x) =

+∞∫
−∞

A(k)eikx dk. (Â)

Òàêîå ðàçëîæåíèå èìååò ìåñòî, íàïðèìåð, åñëè ôóíêöèÿ u0(x)

ïðèíàäëåæèò L2(R). Â ñðåäå áåç äèñïåðñèè âñå ñîñòàâëÿþùèå
ïðîôèëü ãàðìîíèêèA(k)eikx ïîä èíòåãðàëîì â ïðàâîé ÷àñòè (Â)
ñ óâåëè÷åíèåì t ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ âäîëü îñè x ñ îäíîé è òîé æå
ñêîðîñòüþ. Òåì ñàìûì è â ñèëó ëèíåéíîñòè óðàâíåíèÿ ôîðìà
íà÷àëüíîãî âîëíîâîãî ïðîôèëÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè íå èçìåíÿ-
åòñÿ.
Â ñðåäå æå ñ äèñïåðñèåé ðàçíûå ñîñòàâëÿþùèå ãàðìîíèêè

A(k)eikx èìåþò ðàçëè÷íûå â çàâèñèìîñòè îò âîëíîâîãî ÷èñëà
k ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ. Â ðåçóëüòàòå íà÷àëüíàÿ âîëíà ñî
âðåìåíåì ðàñòåêàåòñÿ ïî âñåìó ïðîñòðàíñòâó .
Îïðåäåëèòü äèñïåðñèþ âîëíû â ñëó÷àå íåëèíåéíîãî äèôôå-

ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ èëè æå ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíî-
ãî óðàâíåíèÿ ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè ïî ðàññìîòðåí-
íîé âûøå ñõåìå íå ïîëó÷èòñÿ. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ óðàâíåíèå ìîæåò
ïîïðîñòó íå èìåòü ðåøåíèé òèïà ïëîñêèõ ãàðìîíè÷åñêèõ âîëí.
×òîáû ïðåîäîëåòü ýòî çàòðóäíåíèå, èñïîëüçóþò ëèíåàðèçîâàí-
íûå óðàâíåíèÿ, à ïåðåìåííûå êîýôôèöèåíòû çàìåíÿþò íà ïî-
ñòîÿííûå. Åñëè ïîëó÷åííîå â ðåçóëüòàòå ëèíåéíîå äèôôåðåíöè-
àëüíîå óðàâíåíèå ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè îïèñûâàåò



Ëåêöèÿ 8 109

äèñïåðãèðóþùèå âîëíû, òî è ê èñõîäíîìó óðàâíåíèþ ïðèìåíÿ-
þò òîò æå òåðìèí.

30. Ñ ÿâëåíèåì ðàçðóøåíèÿ, èëè îïðîêèäûâàíèÿ, âîëíû ïî-
çíàêîìèìñÿ íà ïðèìåðå óðàâíåíèÿ ïðîñòûõ âîëí

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= 0. (SW)

Ïóñòü u = u(x, t) � ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþ-
ùåå â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè óñëîâèþ u(x, 0) = g(x). Êàê
âàì èçâåñòíî èç òåîðèè óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè
ïåðâîãî ïîðÿäêà, ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è Êîøè íåÿâíûì îáðàçîì
çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì

u = g(x− ut).

Âçÿâ åãî çà îòïðàâíóþ òî÷êó, èññëåäóåì ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ
u(x, t) ïðè óâåëè÷åíèè t.
Íà ïëîñêîñòè (x, t) ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî êðèâûõ, çàäàâàå-

ìîå äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì

dx

dt
= u(x, t). (1)

Çàìåòèì, ÷òî âäîëü êàæäîé êðèâîé ñåìåéñòâà (1) ôóíêöèÿ
u(x(t), t) îò âðåìåíè íèêàê íå çàâèñèò:

d

dt

(
u(x(t), t)

)
=
∂u

∂x
ẋ +

∂u

∂t
=
∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= 0.

Â ÷àñòíîñòè, èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ

u(x(t), t) = u(x(0), 0) = g(x(0)) ∀ t > 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé ïðÿìóþ âèäà

x− g(x1)t = x1, (L)
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ãäå ÷åðåç x1 îáîçíà÷åíà òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé (L) ñ îñüþ x.
Íàêëîí ýòîé ïðÿìîé ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèåì ôóíê-
öèè g(·) â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ (L) ñ îñüþ t = 0.
Âäîëü ïðÿìîé (L) ðåøåíèå u(x, t) ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è

Êîøè ïîñòîÿííî. Ïîëüçóÿñü ýòèì çàìå÷àíèåì, ïîêàæåì êàê
íàéòè çíà÷åíèå u(x, t) ïðè äàííîì t > 0.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ g(x) ðàâíà íóëþ âíå êîíå÷íîãî

îòðåçêà [a, b] ÷èñëîâîé îñè, ò.å. ôèíèòíà, à åå ãðàôèê â ïëîñêî-
ñòè (x, u) èìååò âèä ãëàäêîãî âûïóêëîãî ãîðáà.
Âûáåðåì òî÷êó x1 èç [a, b] è ïîñòðîèì â ïëîñêîñòè (x, t) ïðÿ-

ìóþ x− g(x1)t = x1 ñ óãëîì íàêëîíà tgϕ = 1/g(x1).
Â òîé æå ïëîñêîñòè (x, t) ïðîâåäåì ïðÿìóþ t = t∗ è îïðåäå-

ëèì çàòåì àáñöèññó x∗ åå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïðÿìîé

x− g(x1)t = x1.

Çàòåì, âåðíóâøèñü â ïëîñêîñòü (x, u), îòìåòèì íà íåé òî÷-
êó (x∗, g(x∗)). Èçìåíÿÿ òåïåðü x1 îò a äî b, ïîëó÷èì íà (x, u)

ïàðàìåòðè÷åñêè çàäàííóþ êðèâóþ(
x∗(x1), g(x∗(x1))

)
∀x1 ∈ [a, b].

Ýòà êðèâàÿ çàäàåò â ïëîñêîñòè (x, u) ãðàôèê ðåøåíèÿ u(x, t)

â ìîìåíò âðåìåíè t = t∗. Ïðè t = 0 îí ñîâïàäàåò ñ ãðàôèêîì
ôóíêöèè g(·).
Ãðàôèê u = u(x, t∗) ïðè íåïðåðûâíîì èçìåíåíèè t∗ â ïîëó-

îêðåñòíîñòè íóëÿ íà ïîëóïðÿìîé t > 0 òàêæå íåïðåðûâíî äå-
ôîðìèðóåòñÿ. Íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà t = td îòâå÷àþ-
ùèå ðàçëè÷íûì x1 ïðÿìûå âèäà

x− g(x1)t = x1



Ëåêöèÿ 8 111

íà÷íóò ïåðåñåêàòüñÿ äðóã ñ äðóãîì. Â ðåçóëüòàòå çíà÷åíèþ
x = x∗ áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü íå îäíî, à íåñêîëüêî âîçìîæíûõ
çíà÷åíèé ðåøåíèÿ u = u(x, td). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè t = td ïðÿ-
ìàÿ x = x∗ ïåðåñåêàåò ãðàôèê ðåøåíèÿ áîëåå ÷åì â îäíîé òî÷-
êå. ßâëåíèå ïîòåðè ðåøåíèåì îäíîçíà÷íîñòè íàçûâàþò åãî ðàç-
ðóøåíèåì, èëè îïðîêèäûâàíèåì âîëíû.
Ïðè÷èíó îïðîêèäûâàíèÿ âîëíû ìîæíî ïîíÿòü åñëè âñïîì-

íèòü, ÷òî ïàðàìåòð a â ðàâåíñòâå v = g(x− at) çàäàåò ñêî-
ðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû íà ïëîñêîñòè (x, v). Òåì ñàìûì
èç ðàâåíñòâà u = g(x− ut) âûòåêàåò, ÷òî ÷åì áîëüøå àìïëèòó-
äà g(x1) òî÷êè x1, òåì âûøå ñêîðîñòü u ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû
g(x− ut). Èíà÷å ãîâîðÿ, òî÷êè âåðøèíû âîëíîâîãî ïðîôèëÿ â
êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè äâèæóòñÿ âäîëü îñè áûñòðåå ÷åì
òî÷êè åãî ïîäîøâû.
Íåîäíîçíà÷íîñòü ðåøåíèÿ ïðîòèâîðå÷èò ñàìîé ñóòè ôèçè÷å-

ñêîãî ïðîöåññà, îïèñûâàåìîãî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì:
ñîãëàñíî èñõîäíûì ïðåäïîëîæåíèÿì ðåøåíèå u = u(x, t) ýòîãî
óðàâíåíèÿ îáÿçàíî áûòü ôóíêöèåé ñî âïîëíå îïðåäåëåííûìè
çíà÷åíèÿìè â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè.
×òîáû ñïðàâèòüñÿ ñ âîçíèêøèì ïðîòèâîðå÷èåì, ïîíÿòèå ðå-

øåíèÿ ðàñøèðÿþò, ðàññìàòðèâàÿ â êà÷åñòâå äîïóñòèìûõ ðåøå-
íèé óðàâíåíèÿ ïðîñòûõ âîëí ðàçðûâíûå ôóíêöèè. Âûÿñíèì, â
êàêîì ñìûñëå ðàçðûâíàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò âûñòóïàòü êàê ðåøå-
íèå óðàâíåíèÿ ïðîñòûõ âîëí.

Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ u = u(x, t) óäî-
âëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= 0
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â îáîáùåííîì ñìûñëå, åñëè äëÿ ëþáîãî ïðÿìîóãîëüíèêà

Πx,t = {(x, t) | x1 < x < x2, 0 < t1 < t < t2}

è ëþáîé áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìîé è ôèíèòíîé â Πx,t ôóíê-
öèè ϕ = ϕ(x, t) âûïîëíÿåòñÿ èíòåãðàëüíîå ñîîòíîøåíèå∫

Πx,t

(
u
∂ϕ

∂t
+

1

2
u2∂ϕ

∂x

)
dxdt = 0. (2)

Äîêàæåì, ÷òî åñëè îáîáùåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ïðîñòûõ
âîëí íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìî, òî îíî óäîâëåòâîðÿåò ýòî-
ìó óðàâíåíèþ â îáû÷íîì ïîòî÷å÷íîì ñìûñëå.
Ó÷èòûâàÿ òîæäåñòâî u∂u∂x = 1

2
∂
∂x(u2), à òàêæå ïîëüçóÿñü ôîð-

ìóëîé èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì è ôèíèòíîñòüþ ϕ, ïîëó÷àåì∫
Πx,t

(
u
∂ϕ

∂t
+

1

2
u2∂ϕ

∂x

)
dxdt =−

∫
Πx,t

(∂u
∂t

+ u
∂u

∂x

)
ϕdxdt = 0. (3)

Èíòåãðàëû ïî ãðàíèöå ∂Πx,t çäåñü ðàâíû íóëþ â ñèëó ôèíèò-
íîñòè ϕ â Πx,t.
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ôóíêöèÿ ϕ è ïðÿìîóãîëüíèê Πx,t â (3) ïðîèç-

âîëüíû, ïî ëåììå äþ Áóà�Ðåéìîíäà ïîëó÷àåì äëÿ ôóíêöèè u
èñêîìîå óðàâíåíèå ïðîñòûõ âîëí âî âñåé ïîëóïëîñêîñòè t > 0.
Êàê ñëåäóåò èç (3), âåðíî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå: îáû÷íîå

ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ïðîñòûõ âîëí óäîâëåòâîðÿåò ýòîìó óðàâ-
íåíèþ è â îáîáùåííîì ñìûñëå.
Äàëåå, îáîáùåííîå ðåøåíèå u = u(x, t) óðàâíåíèÿ (SW) áó-

äåì íàçûâàòü ïðîñòåéøèì, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå äâà
óñëîâèÿ.
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1). Ôóíêöèÿ u = u(x, t) ÿâëÿåòñÿ îáû÷íûì ïîòî÷å÷íûì ðå-
øåíèåì óðàâíåíèÿ (SW) íàä è ïîä íåêîòîðîé êðèâîé x = s(t)

â ïîëóïëîñêîñòè t > 0.
2). Ôóíêöèÿ u = u(x, t) ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííûì ðåøåíèåì óðàâ-

íåíèÿ (SW) è òåðïèò ðàçðûâ íà êðèâîé x = s(t).
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ëþáîå ïðîñòåéøåå îáîáùåííîå ðåøåíèå óðàâ-

íåíèÿ (SW) íà êðèâîé ðàçðûâîâ x = s(t) óäîâëåòâîðÿåò íåêî-
òîðûì óñëîâèÿì, êîòîðûå ìû ñåé÷àñ è ïîëó÷èì.
Ðàññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíèê Πx,t, ñîäåðæàùèé âíóòðè ñåáÿ

êðèâóþ ðàçðûâîâ γ. Ýòà êðèâàÿ ðàçáèâàåò Πx,t íà äâå ÷àñòè:
âåðõíþþ Π+

x,t è íèæíþþ Π−x,t. Ïóñòü ϕ ôèíèòíà â Πx,t, à u �
îáîáùåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (SW). Ïðîèíòåãðèðîâàâ ïî Π+

x,t

ôóíêöèþ u∂ϕ∂t + u2

2
∂ϕ
∂x , è ïðèìåíèâ ê ïîëó÷èâøåìóñÿ èíòåãðàëó

ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷èì∫
Π+
x,t

(
u
∂ϕ

∂t
+
u2

2

∂ϕ

∂x

)
dxdt=

∫
∂Π+

x,t

(
u+ϕ cos ν̂t +

(u+)2

2
ϕ cos ν̂x

)
dS−

−
∫

Π+
x,t

(∂u
∂t

+
∂

∂x
(
u2

2
)
)
ϕdxdt.

Ñ ó÷åòîì óðàâíåíèÿ (SW)èìååì äàëåå:∫
Π+
x,t

(
u
∂ϕ

∂t
+
u2

2

∂ϕ

∂x

)
dxdt =

∫
∂Π+

x,t

(
u+ cos ν̂t +

(u+)2

2
cos ν̂x

)
ϕdS.

(4)
Â (4) ÷åðåç ν = ν+ = (cos ν̂x, cos ν̂t) îáîçíà÷åíà åäèíè÷íàÿ âíåø-
íÿÿ íîðìàëü ê ∂Π+

x,t, à ÷åðåç u+ � ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ ôóíê-
öèè u ïðè ñòðåìëåíèè âíóòðåííèõ òî÷åê îáëàñòè Π+

x,t ê åå ãðà-
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íè÷íûì òî÷êàì. Àíàëîãè÷íîå ñîîòíîøåíèå èìååò ìåñòî â íèæ-
íåé ÷àñòè Π−x,t ïðÿìîóãîëüíèêà:∫

Π−x,t

(
u
∂ϕ

∂t
+
u2

2

∂ϕ

∂x

)
dxdt =

∫
∂Π−x,t

(
u− cos ν̂t +

(u−)2

2
cos ν̂x

)
ϕdS.

(4')
Â (4') ÷åðåç ν = ν− = (cos ν̂x, cos ν̂t) îáîçíà÷åíà åäèíè÷íàÿ âíåø-
íÿÿ íîðìàëü ê ∂Π−x,t, à ÷åðåç u− � ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ ôóíê-
öèè u ïðè ñòðåìëåíèè âíóòðåííèõ òî÷åê îáëàñòè Π−x,t ê åå ãðà-
íè÷íûì òî÷êàì.
Ïîëüçóÿñü ôèíèòíîñòüþ ôóíêöèè ϕ â ïðÿìîóãîëüíèêå, çàìå-

íèì â (4)�(4') èíòåãðàëû ïî ∂Π+
x,t è ∂Π−x,t íà èíòåãðàë ïî îáùåé

÷àñòè γ ýòèõ êðèâûõ, ðàçäåëÿþùåé Π+
x,t è Π−x,t. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

ν− = −ν+ è ñêëàäûâàÿ ðàâåíñòâà (4) è (4'), ïîëó÷èì∫
Πx,t

(
u
∂ϕ

∂t
+
u2

2

∂ϕ

∂x

)
dxdt =

∫
γ

[
(u+ − u−) cos ν̂t +

(u+)2 − (u−)2

2
cos ν̂x

]
ϕdS.

Çäåñü ÷åðåç ν = ν+ = (cos ν̂x, cos ν̂t) îáîçíà÷åíà åäèíè÷íàÿ âíåø-
íÿÿ íîðìàëü ê ∂Π+

x,t.
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî u� ýòî îáîáùåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (SW),

çàêëþ÷àåì èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà, ÷òî èíòåãðàë∫
γ

[
(u+ − u−) cos ν̂t +

(u+)2 − (u−)2

2
cos ν̂x

]
ϕdS
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ðàâåí íóëþ. Ôóíêöèÿ ϕ çäåñü ïðîèçâîëüíà è ïî ýòîé ïðè÷èíå
âñþäó íà êðèâîé γ äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèå

(u+ − u−)
[
cos ν̂t +

u+ + u−
2

cos ν̂x
]

= 0. (5)

Äàëåå, íà êðèâîé γ, çàäàâàåìîé óðàâíåíèåì x = s(t), èìååì ñî-
îòíîøåíèÿ

cos ν̂t =
ṡ(t)√

1 + ṡ2(t)
, cos ν̂x = − 1√

1 + ṡ2(t)
.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè ñîîòíîøåíèÿ â (5) è ïðîèçâîäÿ î÷åâèäíûå óïðî-
ùåíèÿ, ïîëó÷àåì èñêîìûå óñëîâèÿ íà ðàçðûâå:

ṡ(t) =
u+ + u−

2
.

Ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî çàäàåò ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ðàçðû-
âà è íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé Ãþãîíèî�Ðåíêèíà.
Âåðíåìñÿ òåïåðü ê ïîÿâëåíèþ ìíîãîçíà÷íîñòè â îïðåäåëåíèè

ðåøåíèÿ u(x, t) óðàâíåíèÿ ïðîñòûõ âîëí ïðè t > td. Ïîëó÷èì â
ýòîì ñëó÷àå îäíîçíà÷íîå îáîáùåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (SW).
Ââåäåì íà [a, b] òî÷êó ðàçðûâà x∗ = s(t) èñêîìîãî îáîáùåííî-

ãî ðåøåíèÿ. Äëÿ a 6 x < x∗ ïîëàãàåì ôóíêöèþ u(x, t) ðàâíîé
âåðõíåé ÷àñòè âîëíîâîãî ïðîôèëÿ:

u(x, t) = u+(x, t).

Åñëè æå x∗ < x 6 b, òî ôóíêöèþ u(x, t) âîçüìåì ñîâïàäàþùåé
ñ íèæíåé ÷àñòüþ òîãî æå âîëíîâîãî ïðîôèëÿ:

u(x, t) = u−(x, t).

Ïîñòðîåííàÿ òàêèì îáðàçîì ñîñòàâíàÿ ôóíêöèÿ u(x, t) îäíî-
çíà÷íà è ðàçðûâíà.
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Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè ïðàâèëüíîì âûáîðå òî÷êè x∗ = s(t) ýòà
ñîñòàâíàÿ ôóíêöèÿ u(x, t) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîñòåéøåå îáîá-
ùåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (SW).
Ñïîñîá ïðàâèëüíîãî âûáîðà òî÷êè x∗ = s(t) îñíîâàí íà ñëå-

äóþùåì çàìå÷àíèè. Ïðîèíòåãðèðîâàâ â äàííûé ìîìåíò âðåìå-
íè óðàâíåíèå

∂u

∂t
+

∂

∂x

(u2

2

)
= 0

ïî âñåé îñè àáñöèññ, ïîëó÷èì∫ [∂u
∂t

+
∂

∂x

(u2

2

)]
dx =

∂

∂t

(∫
u(x, t) dx

)
+
u2

2

∣∣∣+∞
−∞

= 0.

Ïîëüçóÿñü áûñòðûì óáûâàíèåì ôóíêöèè u(x, t), çàêëþ÷àåì òå-
ïåðü, ÷òî

∂

∂t

(∫
u(x, t) dx

)
= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðàë I(t) =
∫
u(x, t) dx ïîñòîÿíåí âî âðå-

ìåíè.
Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë èíòåãðàëà I(t) â ñëó÷àå, êîãäà ôóíê-

öèÿ u(x, t) îäíîçíà÷íà, èçâåñòåí: ýòî ïëîùàäü, çàêëþ÷åííàÿ
ìåæäó êðèâîé u = u(x, t) è ïðÿìîé u = 0 íà ïëîñêîñòè (x, u).
Ýòî çàìå÷àíèå è ïðåäëàãàåòñÿ áðàòü çà îñíîâó ïðè âûáîðå òî÷-
êè x∗ = s(t). Ñôîðìóëèðóåì ñîîòâåòñòâóþùåå ïðàâèëî òî÷íî.
Òî÷êó x∗ ñëåäóåò âûáèðàòü òàê, ÷òîáû ïëîùàäü ôèãóðû, çà-

êëþ÷åííîé ìåæäó ÷àñòüþ ïðîôèëÿ ìíîãîçíà÷íîé âîëíû, ëåæà-
ùåé ñëåâà îò ïðÿìîé x = x∗, è îòðåçêîì u−(x∗, t) 6 u 6 u+(x∗, t)

ñàìîé ïðÿìîé x = x∗ ñîâïàäàëà áû ñ ïëîùàäüþ àíàëîãè÷íîé
ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé ÷àñòüþ ïðîôèëÿ ìíîãîçíà÷íîé âîëíû,
ëåæàùåé ñïðàâà îò ïðÿìîé x = x∗, è òåì æå ñàìûì îòðåçêîì
íà ïðÿìîé x = x∗.
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ÒÅÌÀ: Îáîáùåííûå ôóíêöèè. 10. Íåçàìêíóòîñòü ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé ëèíåéíîãî îä-
íîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ïî ðàâíîìåðíîé íîðìå. Ïðèìåð. 20. Ïðîñòðàíñòâà Lloc(Ω), Lp(Ω).
30. Èëëþñòðàöèÿ ïðèíöèïà äâîéñòâåííîñòè íà ïðèìåðå ïðîñòðàíñòâ L2(Ω) è L2(Ω)∗. 40.
Êëàññû C∞(Ω) è C∞0 (Ω). Îòîáðàæåíèå ïðîñòðàíñòâà Lloc(Ω) â ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ
ôóíêöèîíàëîâ íà C∞0 (Ω). Îäíîçíà÷íîñòü ýòîãî îòîáðàæåíèÿ êàê ñëåäñòâèå ëåììû äþ
Áóà-Ðåéìîíäà. 50. Ëåììà äþ Áóà-Ðåéìîíäà � ôîðìóëèðîâêà è äîêàçàòåëüñòâî.

10. Ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ∑
|α|6m

aα(x)Dαu = 0, x ∈ Ω, (LE)

îáðàçóþò â ñîâîêóïíîñòè ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî. Ýëåìåíòû
ýòîãî ïðîñòðàíñòâà � ñóòü ôóíêöèè èç C(m)(Ω), ò.å. èìåþò â
îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ Ω ïî êðàéíåé ìåðå m íåïðåðûâíûõ ïðî-
èçâîäíûõ.
Îäíàêî ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (LE),

âçÿòûé ïî íîðìå C(Ω), ò.å. ïî ðàâíîìåðíîé íîðìå, ïðîñòðàíñòâó
C(m)(Ω), âîîáùå ãîâîðÿ, íå ïðèíàäëåæèò.
Ïðèìåð. Ïîêàæåì, ÷òî ðàâíîìåðíûé ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà,
ïðîñòðàíñòâó C(1)(Ω), âîîáùå ãîâîðÿ, íå ïðèíàäëåæèò. Ñ ýòîé
öåëüþ ðàññìîòðèì íà ïëîñêîñòè (x, t) óðàâíåíèå

∂u

∂t
+
∂u

∂x
= 0.

Ãëàäêèì åãî ðåøåíèåì áóäåò ëþáàÿ ôóíêöèÿ âèäà f (x− t), ãäå
f (ξ) ïðèíàäëåæèò C(1)(R). Â ÷àñòíîñòè, ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ
ÿâëÿþòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ñóììû âèäà

uN(x− t) =
1

2
− 4

π2

N∑
m=1

cos(2m− 1)π(t− x)

(2m− 1)2
, N = 1, 2, . . ..
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Ïðè N →∞ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {uN(ξ)} ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî
íà R ê ôóíêöèè u0(ξ), îïðåäåëÿåìîé ñëåäóþùèì îáðàçîì:

u0(ξ) = |ξ| ïðè −1 6 ξ 6 1,

è äàëåå:

u0(ξ ± 2m) = u0(ξ) ïðè m = ±1,±2, . . ..

Ôóíêöèÿ u0(ξ) íåïðåðûâíà è ïåðèîäè÷íà ñ ïåðèîäîì 2 íà âñåé
÷èñëîâîé îñè. Ïðè ýòîì uN(ξ) � ýòî ÷àñòè÷íàÿ ñóììà ðÿäà Ôó-
ðüå äëÿ u0(ξ), ò.å.

u0(ξ) =
1

2
− 4

π2

∞∑
m=1

cos(2m− 1)πξ

(2m− 1)2
ïðè ξ ∈ R.

Êàæäàÿ èç ôóíêöèé uN(x− t) áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóå-
ìà, â òî âðåìÿ êàê ðàâíîìåðíûé ïðåäåë {uN}∞N=1 � ýòî ôóíê-
öèÿ u0(x− t), ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå êîòîðîé òåðïÿò ðàçðûâû
íà ëþáîé ïðÿìîé âèäà x− t = m, ãäå m = 0,±1,±2, . . ..
Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ u0(x− t) íåïðåðûâíà íà âñåé ïëîñêî-

ñòè (x, t), ÿâëÿÿñü â ëþáîé ïîëîñå âèäà

{(x, t) | m < x− t < m + 1}, m = ±1,±2, . . .,

êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ ut + ux = 0. Â òî æå âðåìÿ
åå ïåðâûå ïðîèçâîäíûå òåðïÿò ðàçðûâû íà ïðÿìûõ x− t = m,
ãäå m = 0,±1,±2, . . ..
Ðàññìîòðåíèå öåëîãî ðÿäà çàäà÷, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåàëüíûì

ôèçè÷åñêèì ïðîöåññàì, ñ íåîáõîäèìîñòüþ ïðèâîäèò ê îïåðà-
öèÿì íå òîëüêî íàä ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè �êëàññè÷åñêèõ� ðå-
øåíèé óðàâíåíèÿ (LE), íî è íàä èõ ðàâíîìåðíûìè, è äàæå
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ñëàáûìè, ïðåäåëàìè. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ÿâèëîñü âàæíîé ïðè-
÷èíîé äëÿ ñîçäàíèÿ ñïåöèàëüíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà,
â ðàìêàõ êîòîðîãî óïîìÿíóòûå îïåðàöèè (â ÷àñòíîñòè, äèô-
ôåðåíöèðîâàíèå) âîçìîæíû è åñòåñòâåííû. Ïðè ýòîì çíà÷åíèå
äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà

L[D] ≡
∑
|α|6m

aα(x)Dα

óäàåòñÿ îïðåäåëèòü íå òîëüêî íà ôóíêöèÿõ èç êëàññà C(m)(Ω),
íî è íà ôóíêöèÿõ, â îáû÷íîì ñìûñëå íå äèôôåðåíöèðóåìûõ.
Ñîîòâåòñòâóþùèé ðàçäåë ìàòåìàòèêè íàçûâàåòñÿòåîðèåé îáîá-
ùåííûõ ôóíêöèé (èíîãäà � òåîðèåé ðàñïðåäåëåíèé).
Â íàñòîÿùåå âðåìÿ òåîðèÿ îáîáùåííûõ ôóíêöèé âåñüìà îá-

øèðíà è ìíîãîãðàííà. Ïîñëåäóþùèå ëåêöèè çàòðàãèâàþò ëèøü
íåêîòîðûå åå àñïåêòû, íåïîñðåäñòâåííî îòíîñÿùèåñÿ ê çàäà÷àì
ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè.

20. Ïåðåä ôîðìóëèðîâêîé îñíîâíûõ ïîñòóëàòîâ òåîðèè äà-
äèì îïðåäåëåíèå ïðîñòðàíñòâà ëîêàëüíî ñóììèðóåìûõ ôóíê-
öèé Lloc(Ω), à òàêæå íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ïðîñòðàíñòâà Lp(Ω),
ãäå 1 6 p < +∞.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü Ω � îáëàñòü â Rn, ãäå n > 1. Ôóíêöèÿ
f (x) íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî ñóììèðóåìîé â Ω, åñëè äëÿ ëþáîãî
êîìïàêòà K ⊂ Ω ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî∫

K

|f (x)| dx < +∞,

ãäå èíòåãðàë ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå Ëåáåãà.

Ñîâîêóïíîñòü âñåõ ëîêàëüíî ñóììèðóåìûõ ôóíêöèé îáîçíà-
÷àåòñÿ ÷åðåç Lloc(Ω).



120 Â.Ë.Âàñêåâè÷. Ýëåìåíòû òåîðèè âîëí. ÊÐÈ Õàðáèí.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü 1 6 p < +∞. Ìíîæåñòâî èçìåðèìûõ â
îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω ôóíêöèé f (x), äëÿ êîòîðûõ êîíå÷åí
èíòåãðàë ∫

Ω

|f (x)|p dx,

îáðàçóþò ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî Lp(Ω).

Ïðîñòðàíñòâà Lp(Ω) ââåë â ìàòåìàòè÷åñêèé îáèõîä âåíãåð-
ñêèé ìàòåìàòèê Ô.Ðèññ â 20-õ ãîäàõ ïðîøëîãî âåêà.
Ïðè p = 2 ïðîñòðàíñòâî L2(Ω) ÿâëÿåòñÿ ãèëüáåðòîâûì ñî ñêà-

ëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(f, ϕ)L2(Ω) =

∫
Ω

f (x)ϕ(x) dx ∀ f, ϕ ∈ L2(Ω).

Â ÷àñòíîñòè, ëþáàÿ ôóíêöèÿ f (x) èç Lp(Ω) ëîêàëüíî ñóììèðó-
åìà â Ω.

30. Â ïîñòðîåíèè òåîðèè îáîáùåííûõ ôóíêöèé îñíîâîé ñëó-
æèò èäåÿ äâîéñòâåííîñòè. Ïîÿñíèì íà ïðèìåðå, ÷òî ïðèíÿòî
ïîíèìàòü ïîä äâîéñòâåííîñòüþ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ.
Ïóñòü Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â Rn. Êàæäîìó ýëåìåíòó

f (x) èç L2(Ω) ñîîòâåòñòâóåò ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë, îïðåäåëÿ-
åìûé ðàâåíñòâîì

l(ϕ) = (f, ϕ)L2(Ω) ∀ϕ ∈ L2(Ω).

Ôóíêöèîíàë l(·) = lf(·) îãðàíè÷åí íà L2(Ω). Ñîâîêóïíîñòü âñåõ
ëèíåéíûõ è íåïðåðûâíûõ íà ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå L2(Ω)

ôóíêöèîíàëîâ ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü L2(Ω)∗.
Îáðàòíî, âñÿêîìó ôóíêöèîíàëó l(·) èç L2(Ω)∗ ñîîòâåòñòâóåò

íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ f = f (x) èç L2(Ω) ñ òåì ñâîéñòâîì, ÷òî äåé-
ñòâèå l(·) íà ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ϕ èç L2(Ω) ïðåäñòàâèìî êàê
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ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (f, ϕ)L2(Ω):

∀ l ∈ L2(Ω)∗ ∃f (x) ∈ L2(Ω) :

l(ϕ) = (f, ϕ)L2(Ω) ∀ϕ ∈ L2(Ω).

Ýòó âçàèìîñâÿçü L2(Ω) è L2(Ω)∗ íàçûâàþò äâîéñòâåííîñòüþ
ýòèõ ïðîñòðàíñòâ. Ñèìâîëè÷åñêè îòíîøåíèå äâîéñòâåííîñòè ïðè-
íÿòî çàïèñûâàòü â âèäå:

L2(Ω)←→ L2(Ω)∗, èëè ϕ←→ f︸ ︷︷ ︸
(f,ϕ)L2(Ω)

,

ãäå ϕ èç L2(Ω) è f èç L2(Ω)∗. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ âñÿêîãî ôóíê-
öèîíàëà lf(·) èç L2(Ω)∗ îïðåäåëåíî åãî äåéñòâèå íà ôóíêöèþ ϕ

èç L2(Ω), ðåçóëüòàò êîòîðîãî � ýòî ÷èñëî (f, ϕ)L2(Ω).
Ìåæäó ïðîñòðàíñòâàìè L2(Ω)∗ è L2(Ω) óñòàíîâëåíî âçàèì-

íî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå. Â ýòîé ñâÿçè ïðåäëàãàåòñÿ ýòè
ïðîñòðàíñòâà ïîëíîñòüþ äðóã ñ äðóãîì îòîæäåñòâëÿòü. Òåì
ñàìûì äëÿ îïèñàíèÿ ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâà L2(Ω)∗ îêàçûâà-
åòñÿ äîñòàòî÷íî àïïàðàòà, èçîáðåòåííîãî äëÿ îïèñàíèÿ ïðîñò-
ðàíñòâà L2(Ω), íèêàêèõ íîâûõ ñòðóêòóð ââîäèòü íå íóæíî.
Ýòî ðåøåíèå, îäíàêî, íîñèò êîìïðîìèññíûé õàðàêòåð: íå

ó÷èòûâàåòñÿ òî ïðèíöèïèàëüíîå ðàçëè÷èå, ÷òî àðãóìåíòîì f (x)

èç L2(Ω) ñëóæèò òî÷êà àðèôìåòè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, â òî
âðåìÿ êàê àðãóìåíòîì ôóíêöèîíàëà lf(·) èç L2(Ω)∗ ñëóæèò
ôóíêöèÿ.
Ïðè ïåðåõîäå îò ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ òèïà L2(Ω) ê

íåãèëüáåðòîâûì ïðèíöèï äâîéñòâåííîñòè óñëîæíÿåòñÿ.
40. Ðàññìîòðèì êëàññ C(∞)

0 (Ω) ôèíèòíûõ è áåñêîíå÷íî äèô-
ôåðåíöèðóåìûõ â îáëàñòè Ω ôóíêöèé.
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Îïðåäåëåíèå. Íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ôèíèòíîé
â îáëàñòè Ω, åñëè îíà ðàâíà íóëþ âíå íåêîòîðîãî êîìïàêòà
K, ëåæàùåãî ñòðîãî âíóòðè Ω.

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò f èç Lloc(Ω) è îïðåäåëèì äåé-
ñòâèå ôóíêöèîíàëà l ≡ lf íà ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç C

(∞)
0 (Ω)

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(l, ϕ) =

∫
Ω

f (x)ϕ(x) dx ∀ϕ ∈ C(∞)
0 (Ω). (1)

Èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè (1) çàâåäîìî ñóùåñòâóåò, èáî äëÿ çà-
äàííîé ϕ èç C(∞)

0 (Ω) âñåãäà íàéäåòñÿ òàêîé êîìïàêò K ⊂ Ω,
÷òî ∫

Ω

f (x)ϕ(x) dx =

∫
K

f (x)ϕ(x) dx,

à èíòåãðàë ñïðàâà êîíå÷åí, èáî ïî óñëîâèþ ôóíêöèÿ f (x) ëî-
êàëüíî ñóììèðóåìà.

Çàìå÷àíèå. Åñëè f1 è f2 ïðèíàäëåæàò Lloc(Ω), f1 6= f2, òî
ñîîòâåòñòâóþùèå èì ïî ôîðìóëå (1) ôóíêöèîíàëû l1 ≡ lf1 è
l2 ≡ lf2 òàêæå ðàçëè÷íû.

Ýòî çàìå÷àíèå ñëåäóåò èç âàæíîé ëåììû äþ Áóà-Ðåéìîíäà.
èãðàþùåé â ïîñòðîåíèè òåîðèè îáîáùåííûõ ôóíêöèé èñêëþ-
÷èòåëüíóþ ðîëü.

50. Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà (äþ Áóà-Ðåéìîíäà). Ëîêàëüíî ñóììèðóåìàÿ â îáëà-
ñòè Ω ôóíêöèÿ f (x) ðàâíà íóëþ ïî÷òè âñþäó â Ω òîãäà è
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òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ âñÿêîé ôóíêöèè ϕ(x) èç C(∞)
0 (Ω) èìå-

åò ìåñòî ðàâåíñòâî ∫
Ω

f (x)ϕ(x) dx = 0. (2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü î÷åâèäíà èç ñâîéñòâ èíòåãðà-
ëà Ëåáåãà. Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü.
Â êà÷åñòâå ϕ(x) â (2) èñïîëüçóåì ôóíêöèè èç ñïåöèàëüíîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, êîòîðóþ ñåé÷àñ ïîñòðîèì. Ïîðîæäàþùóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèþ îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ψ(η) =


1 ïðè 0 6 η 6 1

2,
1
2

[
1 + th η−3/4

(η−1
2)(η−1)

]
ïðè 1

2 < η < 1,

0 ïðè η > 1,

(3)

çäåñü th � ãèïåðáîëè÷åñêèé òàíãåíñ. Ôóíêöèÿ ψ(η) áåñêîíå÷-
íî äèôôåðåíöèðóåìà è ìîíîòîííà ïðè η > 0 (äîêàæèòå ýòî â
êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ).
Ïóñòü ε > 0, k ∈ Rn, x ∈ Rn, òîãäà ôóíêöèÿ

ϕk(x) = eikxψ
(|x|
ε

)
(4)

áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìà, ôèíèòíà, îáðàùàåòñÿ â íóëü âíå
øàðà ðàäèóñà ε è ñîâïàäàåò ñ ýêñïîíåíòîé eikx âíóòðè øàðà
ðàäèóñà ε/2:

ϕk(x) =

{
0 ïðè |x| > ε,

eikx ïðè |x| 6 ε
2.

Îïðåäåëåíèå. Åñëè ôóíêöèÿ ϕ = ϕ(x) íåïðåðûâíà â Rn, òî
åå íîñèòåëåì suppϕ íàçûâàåòñÿ çàìêíóòîå ìíîæåñòâî

suppϕ = Rn \ {x | ϕ(x) = 0}.
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Ôèêñèðóåì òî÷êó y âíóòðè Ω, òîãäà ðàññòîÿíèå ε0(y) îò y äî
ãðàíèöû îáëàñòè Ω ñòðîãî ïîëîæèòåëüíî. Íîñèòåëü ôóíêöèè
ϕk(x− y) ïåðåìåííîé x ïðè 0 < ε < ε0(y) ëåæèò ñòðîãî âíóòðè
Ω:

suppϕk(x− y) ⊂ {x ∈ Rn | |x− y| 6 ε} ⊂ Ω.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè 0 < ε < ε0(y) ôóíêöèÿ ϕk(x− y) ïåðåìåí-
íîé x ôèíèòíà â Ω è áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìà. Â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ óñëîâèåì (2) èìååì∫

Ω

f (x)ϕk(x− y) dx = 0.

Èíòåãðèðîâàíèå â ëåâîé ÷àñòè ðàñïðîñòðàíèì íà âñå Rn, ÷òî
âîçìîæíî èç-çà ôèíèòíîñòè ϕk(x− y) â Ω. Ïîëó÷èì â ðåçóëü-
òàòå: ∫

Rn

f (x)ϕk(x− y) dx = 0.

Äåëàÿ çàìåíó ïåðåìåííîé z = x− y è ïîäñòàâëÿÿ ÿâíîå âûðà-
æåíèå äëÿ ϕk(·), ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî∫

Rn

f (z + y)ϕk(z) dz =

∫
Rn

f (z + y)eikzψ
(|z|
ε

)
dz = 0. (5)

Çäåñü k ïðèíàäëåæèò Rn, 0 < ε < ε0(y), à ïðîèçâåäåíèå ôóíê-
öèé ψ(|x|/ε)f (x + y), áóäó÷è ïî x ôèíèòíûì, ïðèíàäëåæèò
ïðîñòðàíñòâó L2(Rn

x). Íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäå-
íèÿ, èçâåñòíûå èç êóðñà ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà:

1. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèÿ g(x) èç L2(Rn
x) îïðåäåëåíî åå ïðåîáðà-
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çîâàíèå Ôóðüå

(Fg) ≡ ĝ(k) =

∫
Rn

g(x)e−i2πk·x dx,

òàêæå ïðèíàäëåæàùåå ïðîñòðàíñòâó L2(Rn):∫
|ĝ(k)|2 dk < +∞.

2. Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà Ïëàíøåðåëÿ (ðàâåíñòâî
Ïàðñåâàëÿ â L2(Rn)):∫

|g(x)|2 dx =

∫
|ĝ(k)|2 dk ∀ g ∈ L2(Rn).

Òàêèì îáðàçîì, ðàâåíñòâî (5) îçíà÷àåò, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå
Ôóðüå ïî x îò ïðîèçâåäåíèÿ ψ(|x|/ε)f (x + y) òîæäåñòâåííî
ðàâíî íóëþ.
Ó÷èòûâàÿ ýòî è ïðèìåíÿÿ ê óêàçàííîìó ïðîèçâåäåíèþ ôîð-

ìóëó Ïëàíøåðåëÿ, ïîëó÷àåì∫
Rn

∣∣∣ψ(|x|
ε

)
f (x + y)

∣∣∣2 dx = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ ψ(|x|/ε)f (x + y) äëÿ ïî÷òè âñåõ x èç
Rn ðàâíà íóëþ.
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðè |x| < ε/2 ïðîèçâåäåíèå ψ(|x|/ε)f (x + y)

ñîâïàäàåò ñî ñäâèãîì f (x + y):

ψ(|x|/ε)f (x + y) = f (x + y) ïðè |x| < ε/2,

çàêëþ÷àåì, ÷òî ôóíêöèÿ f ðàâíà íóëþ ïî÷òè âñþäó â íåêîòî-
ðîé îêðåñòíîñòè èñõîäíîé òî÷êè y èç Ω. Â ñèëó ïðîèçâîëüíî-
ñòè y èìååì: f (y) = 0 ïî÷òè âñþäó â Ω.
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Ëåêöèÿ 9.

ÒÅÌÀ: Îáîáùåííûå ôóíêöèè. 60. Îïðåäåëåíèå ïðîñòðàíñòâà D(Ω) îñíîâíûõ ôóíêöèé.
Îïðåäåëåíèå ìíîæåñòâà D′(Ω) ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ íà D(Ω) ôóíêöèîíàëîâ. Âëîæå-
íèå Lloc(Ω) ⊂ D′(Ω). 70. Äåëüòà ôóíêöèÿ Äèðàêà δ(x). 80. Äîïîëíåíèå ìíîæåñòâà Lloc(Ω)
äî ìíîæåñòâà K ′(Ω). Îòîæäåñòâëåíèå K ′(Ω) è D′(Ω). 90. Îïðåäåëåíèå íà D′(Ω) ñòðóêòó-
ðû âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà è ñõîäèìîñòè. Ïîëíîòà D′(Ω). Äåëüòà ôóíêöèÿ Äèðàêà êàê
ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ëîêàëüíî ñóììèðóåìûõ ôóíêöèé. 100. Ðàâåíñòâî îáîáùåí-
íûõ ôóíêöèé â îáëàñòè. Íîñèòåëü îáîáùåííîé ôóíêöèè. Ôèíèòíûå îáîáùåííûå ôóíê-
öèè. Ðåãóëÿðíûå è ñèíãóëÿðíûå îáîáùåííûå ôóíêöèè. 110. Ëèíåéíàÿ çàìåíà íåçàâèñè-
ìîé ïåðåìåííîé â îáîáùåííûõ ôóíêöèÿõ, ñäâèã îáîáùåííîé ôóíêöèè, óìíîæåíèå íà áåñ-
êîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìóþ ôóíêöèþ. 120. Äèôôåðåíöèðîâàíèå îáîáùåííûõ ôóíêöèé.
Ñâîéñòâà îïåðàòîðà îáîáùåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. 130. Äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðà-
òîðû íà ïðîñòðàíñòâå D′. Ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà.

60. Ëþáàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ôóíêöèé èç C(∞)
0 (Ω) òàêæå

ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì C
(∞)
0 (Ω). Èíûìè ñëîâàìè, C(∞)

0 (Ω) ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî.
Â äîïîëíåíèå ê ëèíåéíîé ñòðóêòóðå ââåäåì íà íåì ïîíÿòèå

ñõîäèìîñòè.

Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíê-
öèé ϕk(x) èç C(∞)

0 (Ω) ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè ϕ0(x) ïðè k →∞,
åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ:

1. Ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî Ω′, ëåæàùåå ñòðî-
ãî âíóòðè Ω, Ω ′ ⊂ Ω, è òàêîå, ÷òî

suppϕk(x) ⊂ Ω ′, k = 0, 1, 2, . . . .

2. Íà ëþáîì êîìïàêòå ω : ω ⊂ Ω ñïðàâåäëèâû ïðåäåëüíûå ñî-
îòíîøåíèÿ

lim
k→∞

sup
x∈ω

∣∣∣(Dαϕk −Dαϕ0)(x)
∣∣∣ = 0, ∀α.

Ïðîñòðàíñòâî C(∞)
0 (Ω), ñíàáæåííîå óêàçàííîé ñõîäèìîñòüþ,

íàçûâàþò ïðîñòðàíñòâîì îñíîâíûõ ôóíêöèé è îáîçíà÷àþò ÷å-
ðåç D(Ω). Åñëè Ω = Rn, òî âìåñòî D(Rn) ïèøóò D.
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Âìåñòå ñ ïðîñòðàíñòâîì îñíîâíûõ ôóíêöèé ðàññìîòðèì ñî-
âîêóïíîñòü äåéñòâóþùèõ íà íåì ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ. Çíà-
÷åíèå ôóíêöèîíàëà l íà îñíîâíîé ôóíêöèè ϕ óñëîâèìñÿ îáîçíà-
÷àòü ÷åðåç l(ϕ) èëè (l, ϕ).

Îïðåäåëåíèå. Ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë l(·) íàçîâåì íåïðåðûâ-
íûì íà D(Ω), åñëè äëÿ âñÿêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ϕk(x) îñ-
íîâíûõ ôóíêöèé, ñõîäÿùåéñÿ â D(Ω) ê ϕ0(x), ñïðàâåäëèâî ïðå-
äåëüíîå ñîîòíîøåíèå

lim
k→∞

(l, ϕk) = (l, ϕ0).

Ìíîæåñòâî âñåõ ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ íàD(Ω) ôóíêöèîíà-
ëîâ îáîçíà÷èì ÷åðåç D′(Ω). Ýòî ìíîæåñòâî çàâåäîìî íå ïóñòî:
äëÿ ëþáîé ëîêàëüíî ñóììèðóåìîé â îáëàñòè Ω ôóíêöèè f (x)

èíòåãðàë âèäà

(lf , ϕ) =

∫
Ω

f (x)ϕ(x) dx ∀ϕ ∈ D(Ω)

çàäàåò ýëåìåíò èçD′(Ω) (äîêàæèòå ýòî â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ).
Ïî ýòîé ïðè÷èíå ãîâîðÿò î âëîæåíèè ïðîñòðàíñòâà Lloc(Ω) â
D′(Ω). Îäíàêî èíòåãðàëàìè óêàçàííîãî âèäà ñ ëîêàëüíî ñóì-
ìèðóåìûì âåñîì f (x) âñå ìíîæåñòâî D′(Ω) íå èñ÷åðïûâàåòñÿ:

Lloc(Ω) ⊂ D′(Ω), íî Lloc(Ω) 6= D′(Ω).

Èíûìè ñëîâàìè, ñóùåñòâóþò ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû èç D′(Ω),
çíà÷åíèÿ êîòîðûõ íà ýëåìåíòàõ ϕ èç D(Ω) íåâîçìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü èíòåãðàëîì âèäà∫

Ω

f (x)ϕ(x) dx, ãäå f (x) ∈ Lloc(Ω).
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70. Ïðèâåäåì ïðèìåð, ÿâíî ïîäòâåðæäàþùèé ðàçëè÷èå ìíî-
æåñòâ Lloc(Ω) è D′(Ω).
Ïóñòü íà÷àëî êîîðäèíàò ëåæèò ñòðîãî âíóòðè èñõîäíîé îáëà-

ñòè Ω. Îïðåäåëèì íà D(Ω) ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë δ, ïîëîæèâ

(δ, ϕ) = ϕ(0) ∀ϕ ∈ D(Ω). (Dir)

Ôóíêöèîíàë δ íåïðåðûâåí íà D(Ω) � äîêàæèòå ýòî â êà÷åñòâå
óïðàæíåíèÿ.
Ýëåìåíò δ ∈ D′(Ω) íàçûâàþò äåëüòà ôóíêöèåé Äèðàêà.

Ëåììà (ñèíãóëÿðíîñòü äåëüòà ôóíêöèè). Íå ñóùåñòâóåò ôóíê-
öèè f (x) èç Lloc(Ω), äëÿ êîòîðîé èìåëè áû ìåñòî ðàâåíñòâà

(δ, ϕ) =

∫
Ω

f (x)ϕ(x) dx ∀ϕ ∈ D(Ω). (1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñïðàâåäëèâîñòè ëåììû óáåäèìñÿ ìåòîäîì
îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàâåíñòâà (1) âûïîëíåíû ñ
íåêîòîðîé ôóíêöèåé f (x) èç Lloc(Ω), è ðàññìîòðèì âñïîìîãà-
òåëüíîå ñåìåéñòâî ôóíêöèé

ϕa(x) =

{
e
− a2

a2−|x|2 ïðè |x| 6 a,

0 ïðè |x| > a.

Çäåñü a � ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Ôóíêöèÿ ϕa(x) áåñêîíå÷íî
äèôôåðåíöèðóåìà (äîêàæèòå ýòî ñàìîñòîÿòåëüíî) è ôèíèòíà.
Ïðè ýòîì

0 6 ϕa(x) 6 1/e.

Åñëè a0 = dist (0, ∂Ω), òî ïðè âñåõ a: 0 < a < a0 íîñèòåëü
ôóíêöèè ϕa(x) ñîäåðæèòñÿ âíóòðè îáëàñòè Ω:

0 < a < a0 ⇒ suppϕa(x) ⊂ Ω.
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Ñëåäîâàòåëüíî, ê ëþáîé èç ôóíêöèé ϕa(x), 0 < a < a0, ïðèìå-
íèìû ôîðìóëû (Dir) è (1), äàþùèå â ðåçóëüòàòå ðàâåíñòâà

ϕa(0) = (δ, ϕa) =

∫
Ω

f (x)ϕa(x) dx =

∫
|x|6a

f (x)ϕa(x) dx.

Òàêèì îáðàçîì, èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ

|ϕa(0)| =
∣∣ ∫
|x|6a

f (x)ϕa(x) dx
∣∣ 6 ∫
|x|6a

|f (x)| dx < +∞. (2)

Ïîñëåäíèé èíòåãðàë êîíå÷åí â ñèëó óñëîâèÿ, ÷òî f (x) ∈ Lloc(Ω).
Ïî ýòîé æå ïðè÷èíå, à òàêæå â ñèëó èçâåñòíîãî ñâîéñòâà íåïðå-
ðûâíîñòè èíòåãðàëà ïî îòíîøåíèþ ê îáúåìó îáëàñòè èíòåãðè-
ðîâàíèÿ, ñïðàâåäëèâî ïðåäåëüíîå ðàâåíñòâî

lim
a→0

∫
|x|6a

|f (x)| dx = 0.

Îòñþäà è èç (2) çàêëþ÷àåì, ÷òî lim
a→0
|ϕa(0)| = 0. Íî, êàê ýòî

ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ϕa(x), åå çíà÷åíèå â íóëå îò
a íå çàâèñèò è ñòðîãî ïîëîæèòåëüíî: ϕa(0) = 1/e > 0. Ïîëó÷åí-
íîå ïðîòèâîðå÷èå îïðîâåðãàåò ñäåëàííîå ïðåäïîëîæåíèå î ñó-
ùåñòâîâàíèè f (x) èç Lloc(Ω) ñî ñâîéñòâîì (1).

Òàêèì îáðàçîì, äåëüòà ôóíêöèÿ Äèðàêà δ(x) ïðèíàäëåæèò
D′(Ω) è â òî æå âðåìÿ δ(x) íå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî ñóììèðóåìîé
ôóíêöèåé. Ýëåìåíòû èç D′(Ω) \ Lloc(Ω) íàçûâàþò ñèíãóëÿðíû-
ìè ôóíêöèîíàëàìè. Êàê äîêàçàíî â ïðåäûäóùåé ëåììå, äåëüòà
ôóíêöèÿ Äèðàêà ñèíãóëÿðíà. Ýëåìåíòû èç D′(Ω), íå ÿâëÿþùè-
åñÿ ñèíãóëÿðíûìè, íàçûâàþò ðåãóëÿðíûìè ôóíêöèîíàëàìè.
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80. Êàê ïîêàçûâàåò ïðèìåð äåëüòà ôóíêöèè Äèðàêà, óñòà-
íîâèòü âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ëèíåéíûìè
ôóíêöèîíàëàìè èç D′(Ω) è îáúåêòàìè, êîòîðûå â ìàòåìàòè÷å-
ñêîì àíàëèçå ïðèíÿòî íàçûâàòü �ôóíêöèÿìè�, íåâîçìîæíî. Ïî
ýòîé ïðè÷èíå ââîäèòñÿ ïîíÿòèå, ðàñøèðÿþùåå óïîìÿíóòóþ êà-
òåãîðèþ �ôóíêöèé�.
Èíà÷å ãîâîðÿ, êëàññ Lloc(Ω), ñîñòîÿùèé èç îáû÷íûõ ôóíê-

öèé, äîïîëíÿåòñÿ íåêîòîðûìè íîâûìè �èäåàëüíûìè ýëåìåíòà-
ìè�, êîòîðûå ïðèíÿòî íàçûâàòü îáîáùåííûìè ôóíêöèÿìè. Ïî-
íÿòèå îáîáùåííîé ôóíêöèè ïîÿâèëîñü â ñåðåäèíå 30-õ ãîäîâ
ïðîøëîãî âåêà â ðàáîòàõ àêàäåìèêà Ñ.Ë.Ñîáîëåâà (1908�1989).
Ìíîæåñòâî âñåõ îáîáùåííûõ ôóíêöèé îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç

K ′(Ω) è íàõîäèòñÿ âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ
ìíîæåñòâîì D′(Ω).
Ðåãóëÿðíûì ôóíêöèîíàëàì èçD′(Ω) ñîîòâåòñòâóþò îáû÷íûå

ëîêàëüíî ñóììèðóåìûå ôóíêöèè èç Lloc(Ω) ⊂ K ′(Ω), è äëÿ âñÿ-
êîé ðåãóëÿðíîé îáîáùåííîé ôóíêöèè f (x) èç Lloc(Ω) åäèíñòâåí-
íûé ñîïîñòàâëÿåìûé åé ôóíêöèîíàë lf èç D′(Ω) çàäàåòñÿ èíòå-
ãðàëîì:

〈f, ϕ〉 =

∫
Ω

f (x)ϕ(x) dx = (lf , ϕ), ϕ(x) ∈ D(Ω).

Ïðèìåð ââåäåíèÿ �èäåàëüíûõ ýëåìåíòîâ� õîðîøî èçâåñòåí â
êëàññè÷åñêîì ìàòåìàòè÷åñêîì àíàëèçå. Èìåííî, ïîïîëíÿÿ ìíî-
æåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíîé êîíñòðóê-
öèè äåäåêèíäîâûõ ñå÷åíèé ïðèõîäÿò ê ïîíÿòèþ âåùåñòâåííîãî
÷èñëà.
Ïî îïðåäåëåíèþ êàæäîìó ýëåìåíòó f = f (x) ìíîæåñòâà

K ′(Ω) îáÿçàí ñîîòâåòñòâîâàòü åäèíñòâåííûé ëèíåéíûé íåïðå-
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ðûâíûé ôóíêöèîíàë lf èç D′(Ω).
Ýòî ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü îáîáùåííóþ ôóíêöèþ f (x) èç

K ′(Ω) â êà÷åñòâå ëèíåéíîãî íåïðåðûâíîãî ôóíêöèîíàëà íàD(Ω),
îïðåäåëèâ äåéñòâèå f (x) íà ϕ ∈ D(Ω) ðàâåíñòâîì 〈f, ϕ〉 = (lf , ϕ).
Åñëè f � ñèíãóëÿðíàÿ îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ, f ∈ K ′(Ω), òî

åå óæå íåâîçìîæíî ïðåäñòàâèòü ñåáå êàê ôóíêöèþ òî÷êè åâ-
êëèäîâà ïðîñòðàíñòâà, ò.å. çàïèñü

f = f (x), x ∈ Ω,

òðåáóåò ñóùåñòâåííûõ äîïîëíèòåëüíûõ ïîÿñíåíèé. Â ñëó÷àå
ñèíãóëÿðíîé f ýòà çàïèñü îçíà÷àåò,
âî-ïåðâûõ, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè ϕ ∈ D(Ω) îïðåäåëåíî

÷èñëî 〈f, ϕ〉 � äåéñòâèå îáîáùåííîé ôóíêöèè f (x) íà îñíîâíóþ
ôóíêöèþ ϕ;
âî-âòîðûõ, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ ïîëó÷åííûõ òàêèì îáðàçîì

÷èñåë îáëàäàåò ñâîéñòâîì ëèíåéíîñòè:

ϕ1, ϕ2 ∈ D(Ω) ⇒

〈f, αϕ1 + βϕ2〉 = α〈f, ϕ1〉 + β〈f, ϕ2〉,

è, â-òðåòüèõ, ýòî æå ñàìîå ÷èñëîâîå ìíîæåñòâî çàìêíóòî â
òîì ñìûñëå, ÷òî äëÿ ëþáîé ñõîäÿùåéñÿ â D(Ω) ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè ϕk, ϕk → ϕ0, ñïðàâåäëèâî ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå

lim
k→∞
〈f, ϕk〉 = 〈f, ϕ0〉.

Åñëè ôóíêöèè f (x) è g(x) ëîêàëüíî ñóììèðóåìû â îáëà-
ñòè Ω, òî èç ñèñòåìû ðàâåíñòâ

〈f, ϕ〉 = 〈g, ϕ〉 ∀ϕ ∈ D(Ω)
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è ëåììû äþ Áóà-Ðåéìîíäà ñëåäóåò ñîâïàäåíèå f (x) è g(x) ïî-
÷òè âñþäó â Ω.

90. Óñëîâèìñÿ âñþäó â äàëüíåéøåì îòîæäåñòâëÿòü ýëåìåí-
òû ìíîæåñòâà îáîáùåííûõ ôóíêöèé â îáëàñòè Ω ñ ýëåìåí-
òàìè ìíîæåñòâà ôóíêöèîíàëîâ D′(Ω), ò.å. ïðåäïîëàãàòü, ÷òî
ëþáàÿ îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ f è ñîîòâåòñòâóþùèé åé ëèíåéíûé
ôóíêöèîíàë lf èç D′(Ω) � ýòî îäíî è òî æå: f ≡ lf .
Ââåäåì íà ìíîæåñòâåD′ = D′(Rn) ñòðóêòóðó âåêòîðíîãî ïðî-

ñòðàíñòâà, îïðåäåëèâ äëÿ ëþáîé ïàðû f è g èç D′ è ïðîèçâîëü-
íûõ ÷èñåë λ, µ ôóíêöèîíàë λf + µg ïîñðåäñòâîì ðàâåíñòâà

(λf + µg, ϕ) = λ(f, ϕ) + µ(g, ϕ) ∀ϕ ∈ D.

Â êà÷åñòâå ñõîäèìîñòè âD′ áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëàáóþ ñõî-
äèìîñòü:

Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü lk
ôóíêöèîíàëîâ èç D′ ñõîäèòñÿ, åñëè è òîëüêî åñëè äëÿ ëþáîé
îñíîâíîé ôóíêöèè ϕ èç D ñõîäèòñÿ ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü (lk, ϕ).

Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü lk ôóíêöèîíàëîâ èç D′ ñõîäèòñÿ â
D′. Òîãäà îïðåäåëåí ïðåäåëüíûé ôóíêöèîíàë:

(l, ϕ) = lim
k→∞

(lk, ϕ) ∀ϕ ∈ D.

ßñíî, ÷òî ýòîò ôóíêöèîíàë l ëèíååí. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îí ê
òîìó æå è íåïðåðûâåí íà D, ò.å. l ∈ D′.

Ïðèìåð. Äåëüòà ôóíêöèÿ Äèðàêà δ(x) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ñëàáûé ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ëîêàëüíî ñóììèðóåìûõ
ôóíêöèé

ωk(x) =

{
1

σnk−n
ïðè |x| 6 1

k ,

0 ïðè |x| > 1
k ,
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ãäå σn � îáúåì åäèíè÷íîãî øàðà â Rn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè ϕ èç D:

lim
k→∞

∫
ωk(x)ϕ(x) dx = lim

k→∞

1

σnk−n

∫
|x|61/k

ϕ(x) dx = ϕ(0).

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî â ñèëó òåîðåìû î ñðåäíåì,
ïðèìåíåííîé ê íåïðåðûâíîé ôóíêöèè ϕ. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïî
îïðåäåëåíèþ ϕ(0) = (δ, ϕ), ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.

Ñâîéñòâî ïðîñòðàíñòâà D′ ñîäåðæàòü â ñåáå âñå ïðåäåëû ñõî-
äÿùèõñÿ â D′ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íàçûâàþò åãî ïîëíîòîé.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíÿòûì íàìè ñîãëàøåíèåì ïîëíîòà D′

îçíà÷àåò òàêæå è ïîëíîòó ïðîñòðàíñòâà K ′ = K ′(Rn) îáîáùåí-
íûõ ôóíêöèé. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîïîëíåíèå ïðîñòðàíñòâàK ′ ñëà-
áûìè ïðåäåëàìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé îáîáùåííûõ ôóíêöèé ê
ïîÿâëåíèþ êàêèõ-ëèáî íîâûõ èäåàëüíûõ ýëåìåíòîâ, îòëè÷íûõ
îò óæå èìåþùèõñÿ â K ′, íå ïðèâîäèò.

100. Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâà îáîá-
ùåííûõ ôóíêöèé.
Â îáùåì ñëó÷àå ãîâîðèòü îá îáðàùåíèè îáîáùåííîé ôóíêöèè

â íóëü â çàäàííîé òî÷êå íåêîððåêòíî, èáî ïîíÿòèå òàêîãî çíà-
÷åíèÿ ïîïðîñòó íå îïðåäåëåíî. Òåì íå ìåíåå ìîæíî ãîâîðèòü
î ðàâåíñòâå îáîáùåííîé ôóíêöèè íóëþ â çàäàííîé îáëàñòè (â
÷àñòíîñòè � â îêðåñòíîñòè òî÷êè).

Îïðåäåëåíèå. Îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ f = f (x) èç D′(Ω) îáðà-
ùàåòñÿ â íóëü â îáëàñòè Ω, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

(f, ϕ) = 0 ∀ϕ ∈ D(Ω).



134 Â.Ë.Âàñêåâè÷. Ýëåìåíòû òåîðèè âîëí. ÊÐÈ Õàðáèí.

Â ýòîì ñëó÷àå ïðèìåíÿåòñÿ îáû÷íàÿ â ìàòåìàòè÷åñêîì àíà-
ëèçå ôîðìà çàïèñè:

f (x) = 0, x ∈ Ω.

Òàêèì îáðàçîì, äâå îáîáùåííûå ôóíêöèè f = f (x) è g = g(x)

èç D′(Ω) ðàâíû â îáëàñòè Ω, åñëè â Ω îáðàùàåòñÿ â íóëü èõ
ðàçíîñòü:

(f, ϕ) = (g, ϕ) ∀ϕ ∈ D(Ω).

Åñëè îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ ðàâíà íóëþ â íåêîòîðîé îáëàñòè,
òî îíà æå îáðàùàåòñÿ â íóëü â êàêîé-ëèáî îêðåñòíîñòè ïðîèç-
âîëüíîé òî÷êè ýòîé îáëàñòè. Âåðíî è îáðàòíîå.
Ïóñòü èìååòñÿ îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ f = f (x) èçD′.Íóëåâûì

ìíîæåñòâîì Of äëÿ f íàçûâàåòñÿ îáúåäèíåíèå âñåâîçìîæíûõ
îáëàñòåé â Rn, â êîòîðûõ f îáðàùàåòñÿ â íóëü. ßñíî, ÷òî íóëå-
âîå äëÿ f èç D′ ìíîæåñòâî Of ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì, ïðè÷åì

f (x) = 0, x ∈ Of .

Áîëåå òîãî, Of � ýòî ìàêñèìàëüíîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî, â êî-
òîðîì îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ f îáðàùàåòñÿ â íóëü.
Äîïîëíåíèå âî âñåì Rn ê íóëåâîìó äëÿ f èç D′ ìíîæåñòâó

Of íàçûâàåòñÿ íîñèòåëåì îáîáùåííîé ôóíêöèè f :

supp f = Rn \ Of .

ßñíî, ÷òî supp f � ýòî çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî Rn. Â ëþáîé
âíåøíåé ïî îòíîøåíèþ ê supp f îáëàñòè îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ
f îáðàùàåòñÿ â íóëü:

∀ϕ ∈ D : supp f ∩ suppϕ = ∅ ⇒ (f, ϕ) = 0.
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Óïðàæíåíèå. Äîêàæèòå, ÷òî íîñèòåëü îáîáùåííîé ôóíê-
öèè f ∈ D′ ñîñòîèò èç òåõ è òîëüêî òåõ òî÷åê, íè â îäíîé
îêðåñòíîñòè êîòîðûõ f â íóëü íå îáðàùàåòñÿ.

Ïðèìåð. Äåëüòà ôóíêöèÿ Äèðàêà δ(x) èìååò íîñèòåëåì òî-
÷å÷íîå ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç íà÷àëà êîîðäèíàò. Íóëåâîå
æå ìíîæåñòâî Oδ � ýòî âñå Rn ñ èñêëþ÷åííûì íà÷àëîì êî-
îðäèíàò.

Ëþáîïûòíî îòìåòèòü, ÷òî ó íåïðåðûâíîé ôóíêöèè òî÷å÷íîãî
íîñèòåëÿ áûòü íå ìîæåò, â òî âðåìÿ êàê íîñèòåëåì îáîáùåííîé
ôóíêöèè ìîæåò áûòü ëþáîå äèñêðåòíîå ìíîæåñòâî òî÷åê.

Óïðàæíåíèå. Ïðèâåäèòå ïðèìåð îáîáùåííîé ôóíêöèè f , íî-
ñèòåëü êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ çàäàííûì êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì
òî÷åê:

supp f = {x1, x2, . . . , xN}.

Îïðåäåëåíèå. Îáîáùåííóþ ôóíêöèþ f èç D′ íàçûâàþò ôè-
íèòíîé, åñëè åå íîñèòåëü îãðàíè÷åí.

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ïðîèçâîëüíîé ëîêàëüíî ñóììèðóåìîé
ôóíêöèè f (x) èç Lloc(Rn) ñîîòâåòñòâóåò ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë
èç D′, îïðåäåëÿåìûé ðàâåíñòâîì

(lf , ϕ) =

∫
f (x)ϕ(x) dx ∀ϕ(x) ∈ D.

Ñîâîêóïíîñòü ïðåäñòàâèìûõ â òàêîì âèäå îáîáùåííûõ ôóíê-
öèé îáðàçóåò â D′ ñîáñòâåííîå ïîäìíîæåñòâî. Ýëåìåíòû ýòî-
ãî ïîäìíîæåñòâà ïðèíÿòî íàçûâàòü ðåãóëÿðíûìè îáîáùåííûìè
ôóíêöèÿìè.
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Èíûìè ñëîâàìè, l èç D′ ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé îáîáùåííîé
ôóíêöèåé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ ëîêàëü-
íî ñóììèðóåìàÿ ôóíêöèÿ f (x) èç Lloc(Rn), äëÿ êîòîðîé èìåþò
ìåñòî ðàâåíñòâà

(l, ϕ) =

∫
f (x)ϕ(x) dx ∀ϕ(x) ∈ D.

Îáîáùåííóþ ôóíêöèþ f èç D′, íå ÿâëÿþùóþñÿ ðåãóëÿð-
íîé, íàçûâàþò ñèíãóëÿðíîé. Ïðèìåð ñèíãóëÿðíîé îáîáùåííîé
ôóíêöèè äàåò äåëüòà ôóíêöèÿ Äèðàêà.

110. Â ïðîñòðàíñòâå D′ îáîáùåííûõ ôóíêöèé ïîìèìî ñëî-
æåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ñêàëÿð îïðåäåëåíû è äðóãèå îïåðàöèè,
îáû÷íî ïðèìåíÿåìûå ê êëàññè÷åñêèì ôóíêöèÿì. Ðàññìîòðèì
çäåñü íåêîòîðûå ïðèìåðû òàêèõ îïåðàöèé.
Ëèíåéíàÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ. Ïóñòü A � ìàòðèöà ðàç-

ìåðîâ n× n, detA 6= 0, x, y ∈ Rn, b ∈ Rn. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé
îáîáùåííîé ôóíêöèè f (x) èç D′ îïðåäåëèì íîâóþ îáîáùåííóþ
ôóíêöèþ f (Ay + b) èç D′, çàäàâ åå äåéñòâèå íà ïðîèçâîëüíîé
ôóíêöèè ϕ(y) èç D ðàâåíñòâîì(

f (Ay + b), ϕ(y)
)

=

{∫
f (Ay + b)ϕ(y) dy =

1

| detA|

∫
f (x)ϕ(A−1(x− b)) dx

}
=

1

| detA|
(
f (x), ϕ(A−1(x− b))

)
.

Âûðàæåíèå â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ â ïðèâåäåííîé âûøå öåïî÷-
êå ðàâåíñòâ ñëåäóåò ó÷èòûâàòü ëèøü â ñëó÷àå, êîãäà èñõîäíàÿ
îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ f (x) èç D′ ðåãóëÿðíà. Â ïðîòèâíîì ñëó-
÷àå ñëåäóåò îãðàíè÷èòüñÿ óêîðî÷åííûì ðàâåíñòâîì, çàäàþùèì
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íà D ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë:(
f (Ay+b), ϕ(y)

)
=

1

| detA|
(
f (x), ϕ(A−1(x−b))

)
. (3)

Ôóíêöèîíàë f (Ay + b) íåïðåðûâåí îòíîñèòåëüíî ñõîäèìî-
ñòè â D′. Ýòî ñðàçó æå ñëåäóåò èç çàìå÷àíèÿ, ÷òî îïåðàöèÿ

ϕ(x) 7→ ϕ(A−1(x− b))
ëèíåéíà ïî ϕ è íåïðåðûâíà îòíîñèòåëüíî ñõîäèìîñòè â D. Òà-
êèì îáðàçîì, îïðåäåëåííûé ðàâåíñòâîì (3) ôóíêöèîíàë äåé-
ñòâèòåëüíî ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó D′.
Åñëè â êà÷åñòâå A âûñòóïàåò åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, òî îáîá-

ùåííóþ ôóíêöèþ f (y + b) íàçûâàþò ñäâèãîì ôóíêöèè f (y).
Ñäâèã äåëüòà ôóíêöèè Äèðàêà, ê ïðèìåðó, îïðåäåëÿåòñÿ ñî-
îòíîøåíèåì

(δ(y − y0), ϕ(y)) = (δ(x), ϕ(x + y0)) = ϕ(y0).

Çàäà÷à. Íàéòè íîñèòåëü è íóëåâîå ìíîæåñòâî ëèíåéíîé êîì-

áèíàöèè
N∑
k=1

ckδ(y − yk) ñäâèãîâ äåëüòà ôóíêöèè Äèðàêà, ck 6= 0.

Âîñïîëüçîâàâøèñü ðàâåíñòâîì (3), ââåäåì â ðàññìîòðåíèå
ðÿä ïîëåçíûõ êëàññîâ îáîáùåííûõ ôóíêöèé. Îòìåòèì, ÷òî âî
âñåõ òðåõ ïðèâîäèìûõ íèæå îïðåäåëåíèÿõ ðàâåíñòâà ïîíèìà-
þòñÿ íå ïîòî÷å÷íî, íî êàê ðàâåíñòâà îáîáùåííûõ ôóíêöèé.

Îïðåäåëåíèå. Îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ f (x) èç D′ íàçûâàåòñÿ
ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîé, åñëè f (Ax) = f (x) äëÿ ëþáîé îð-
òîãîíàëüíîé ìàòðèöû A.

Îïðåäåëåíèå. Îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ f (x) èç D′ íàçûâàåòñÿ
îäíîðîäíîé ñòåïåíè α, åñëè

f (λx) = λαf (x) ∀λ > 0.
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Óïðàæíåíèå. Äîêàæèòå, ÷òî äåëüòà ôóíêöèÿ Äèðàêà δ(x),
ãäå x ∈ Rn, îäíîðîäíà ñòåïåíè −n.
Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü H � êâàäðàòíàÿ n× n ìàòðèöà. Îáîá-
ùåííàÿ ôóíêöèÿ f (x) èç D′ íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ñ ìàò-
ðèöåé ïåðèîäîâ H, åñëè

f (x + Hβ) = f (x) ∀ β ∈ Zn.

Óïðàæíåíèå. Äîêàæèòå, ÷òî ðÿä èç ñäâèãîâ äåëüòà ôóíê-
öèè

∑
β∈Zn

δ(x−Hβ) ñõîäèòñÿ â D′, à åãî ñóììà � ýòî îáîá-

ùåííàÿ ôóíêöèÿ ñ ìàòðèöåé ïåðèîäîâ H.

Óìíîæåíèå îáîáùåííîé ôóíêöèè íà áåñêîíå÷íî äèôôå-
ðåíöèðóåìóþ. Ïóñòü f (x) ïðèíàäëåæèò D′ è a(x) � áåñêîíå÷íî
äèôôåðåíöèðóåìàÿ Rn ôóíêöèÿ. Òîãäà ïðîèçâåäåíèå a(x)f (x)

îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:(
a(x)f (x), ϕ(x)

)
=
(
f (x), a(x)ϕ(x)

)
∀ϕ ∈ D. (4)

Âåëè÷èíà â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà çàâåäîìî îïðå-
äåëåíà, èáî ïðîèçâåäåíèå a(x)ϕ(x) ôèíèòíî è áåñêîíå÷íî äèô-
ôåðåíöèðóåìî, ò.å. ïðèíàäëåæèò D. Îïåðàöèÿ

ϕ(x) 7→ a(x)ϕ(x)

ëèíåéíà ïî ϕ è íåïðåðûâíà îòíîñèòåëüíî ñõîäèìîñòè â D. Ïî-
ýòîìó îïðåäåëåííûé ðàâåíñòâîì (4) ôóíêöèîíàë a(x)f (x) ïðè-
íàäëåæèò D′.

Óïðàæíåíèå. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ η(x) áåñêîíå÷íî
äèôôåðåíöèðóåìà è ðàâíà åäèíèöå â îêðåñòíîñòè íîñèòåëÿ
îáîáùåííîé ôóíêöèè f (x) èç D′, òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
η(x)f (x) = f (x).
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120. Âàæíåéøàÿ îïåðàöèÿ â ïðîñòðàíñòâå D′ îáîáùåííûõ
ôóíêöèé � ýòî îïåðàöèÿ îáîáùåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Äà-
äèì ñîîòâåòñòâóþùåå îïðåäåëåíèå.
Ïóñòü f (x) ∈ D′ è α = (α1, α2, . . . , αn) ∈ Zn, αj � öåëûå íåîò-

ðèöàòåëüíûå, |α| = m.
Îáîáùåííàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïîðÿäêà α îò f (x), îáîçíà÷àåìàÿ

êàê è â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå ÷åðåç Dαf (x), îïðåäåëÿåòñÿ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì(

Dαf (x), ϕ(x)
)

= (−1)|α|
(
f (x), Dαϕ(x)

)
, (Dg)

ãäå ϕ(x) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ èç D. Âåëè÷èíà â ïðàâîé
÷àñòè (Dg) çàâåäîìî îïðåäåëåíà, èáî ïðîèçâîäíàÿ Dαϕ(x) �
ýòî ôèíèòíàÿ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, ò.å. ýëå-
ìåíò èç D.
Åñëè ôóíêöèÿ f (x) è âñå åå ïðîèçâîäíûå äî ïîðÿäêàm âêëþ-

÷èòåëüíî íåïðåðûâíû âî âñåì Rn, òî ðàâåíñòâî (Dg) ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé îáû÷íóþ ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì:∫

Dαf (x)ϕ(x) dx = (−1)|α|
∫
f (x)Dαϕ(x) dx.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî îïåðàöèÿ ϕ(x) 7→ Dαϕ(x) ëèíåéíà ïî ϕ è íåïðå-
ðûâíà îòíîñèòåëüíî ñõîäèìîñòè â D, çàêëþ÷àåì, ÷òî îïðåäå-
ëåííûé ðàâåíñòâîì (Dg) ôóíêöèîíàë Dαf (x) ïðèíàäëåæèò D′.
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâåäåì ôîðìóëó äëÿ îáîáùåííîé ïðî-

èçâîäíîé äåëüòà ôóíêöèè Äèðàêà:(
Dαδ(x), ϕ(x)

)
= (−1)|α|Dαϕ(0) ∀ϕ(x) ∈ D.

Óïðàæíåíèå. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ èìå-
åò â íåêîòîðîé îáëàñòè íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå äî ïîðÿäêà
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m âêëþ÷èòåëüíî, òî åå îáîáùåííàÿ ïðîèçâîäíàÿ ëþáîãî ïîðÿä-
êà α, |α| 6 m, â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè ñîâïàäàåò ñ êëàñ-
ñè÷åñêîé ïðîèçâîäíîé òîãî æå ïîðÿäêà.

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêîé ïðîèçâîäíîé
îáîáùåííàÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè (â òîì ÷èñëå è îáîáùåííîé)
ñóùåñòâóåò âñåãäà. Â òî æå âðåìÿ ââåñòè îïðåäåëåíèå (Dg)
îáîáùåííîé ïðîèçâîäíîé âîçìîæíî ëèøü ïðè óñëîâèè, ÷òî ïî-
íÿòèå îáû÷íîé ïðîèçâîäíîé óæå åñòü.
Óêàæåì ðÿä ñâîéñòâ îïåðàòîðà îáîáùåííîãî äèôôåðåíöèðî-

âàíèÿ (ñàìîñòîÿòåëüíîå äîêàçàòåëüñòâî ýòèõ ñâîéñòâ ïîñëóæèò
õîðîøèì óïðàæíåíèåì).
à). Îïåðàòîð îáîáùåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

Dα : f ∈ D′ 7→ Dαf ∈ D′

ëèíååí è íåïðåðûâåí èç D′ â D′.
á). Ó ëþáîé îáîáùåííîé ôóíêöèè èìåþòñÿ îáîáùåííûå ïðî-

èçâîäíûå ëþáîãî ïîðÿäêà.
â). Ðåçóëüòàò îáîáùåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ íå çàâèñèò

îò ïîðÿäêà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

Dα(Dβf ) = Dβ(Dαf ) = Dα+βf ∀ f ∈ D′.

ã). Äëÿ ëþáîé îáîáùåííîé ôóíêöèè f èç D′ èìååò ìåñòî
âêëþ÷åíèå

suppDαf (x) ⊂ supp f (x).

ä). Ïóñòü f (x) ïðèíàäëåæèò D′ è a(x) � áåñêîíå÷íî äèôôå-
ðåíöèðóåìàÿ â Rn ôóíêöèÿ. Òîãäà èìååò ìåñòî ôîðìóëà Ëåéá-
íèöà:

Dα(af ) =
∑
β6α

α!

β!(α− β)!
Dβa(x)Dα−βf.
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å). Åñëè ðÿä
∞∑
k=1

uk(x), ãäå uk(x) ∈ Lloc(Rn), ñõîäèòñÿ ðàâíî-

ìåðíî íà êàæäîì êîìïàêòå â Rn, òî åãî ìîæíî äèôôåðåíöèðî-
âàòü ëþáîå ÷èñëî ðàç, ïîëó÷àÿ ðÿäû, ñõîäÿùèåñÿ â D′.
æ). Òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä∑

β∈Zn
a[β]ei2πβx,

ãäå |a[β]| 6 A‖β‖s + B, à ïîñòîÿííûå A è B íå çàâèñÿò îò β,
ñõîäèòñÿ â D′ (ò.å. åãî ñóììà îïðåäåëåíà êàê ëèíåéíûé íåïðå-
ðûâíûé íà D ôóíêöèîíàë). Íàïðèìåð,∑

β∈Zn
ei2πβx =

∑
β∈Zn

δ(x− β).

130. Îïðåäåëèì çíà÷åíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà ïî-
ðÿäêà m ñ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûìè êîýôôèöèåíòàìè
íà îáîáùåííîé ôóíêöèè èçD′. Ïóñòü ôóíêöèè aα(x) ïðè |α| 6 m

áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìû â Rn è ñëóæàò êîýôôèöèåíòàìè
äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà

L[D] =
∑
|α|6m

aα(x)Dα.

Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîé îáîáùåííîé ôóíêöèè u(x) èç D′ îïðå-
äåëåíà íîâàÿ îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ L[D]u(x), äåéñòâèå êîòîðîé
íà ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè ϕ(x) èç D çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì(

L[D]u(x), ϕ(x)
)

=
(
u(x),

∑
|α|6m

(−1)|α|Dα(aα(x)ϕ(x))
)
. (Lg)

Îòìåòèì, ÷òî âåëè÷èíà â ïðàâîé ÷àñòè (Lg) çàâåäîìî îïðåäå-
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ëåíà, èáî ôóíêöèÿ

L∗[D]ϕ(x) ≡
∑
|α|6m

(−1)|α|Dα(aα(x)ϕ(x))

ôèíèòíà è áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìà, ò.å. ïðèíàäëåæèò D.
Îïåðàöèÿ ϕ(x) 7→ L∗[D]ϕ(x) ëèíåéíà ïî ϕ è íåïðåðûâíà îò-

íîñèòåëüíî ñõîäèìîñòè â D. Òåì ñàìûì ôóíêöèîíàë L[D]u(x),
ââåäåííûé ðàâåíñòâîì (Lg), ïðèíàäëåæèò D′.
Îïåðàöèè óìíîæåíèÿ íà áåñêîíå÷íî ãëàäêóþ ôóíêöèþ è âçÿ-

òèÿ îáîáùåííîé ïðîèçâîäíîé ëþáîãî ïîðÿäêà íåïðåðûâíû íà
D′. Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð L[D] òàêæå íåïðåðûâåí íà D′.

Îïðåäåëåíèå. Îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ E(x) èç D′ íàçûâàåòñÿ
ôóíäàìåíòàëüíûì ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà

L[D] =
∑
|α|6m

aα(x)Dα

ñ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûìè êîýôôèöèåíòàìè aα(x), åñëè
îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ L[D]E(x) ñîâïàäàåò ñ äåëüòà ôóíêöèåé
Äèðàêà δ(x), ò.å. åñëè L[D]E(x) = δ(x).

Çíàíèå ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ îïå-
ðàòîðîâ âåñüìà âàæíî è ïîëåçíî ïðè ðåøåíèè ðàçëè÷íûõ çàäà÷
ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè.
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Ëåêöèÿ 10.

ÒÅÌÀ: Ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ. 10. Ëåììà î äèô-
ôåðåíöèðîâàíèè êóñî÷íî ãëàäêîé ôóíêöèè. Ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà. 20. Ôóíäàìåíòàëüíûå
ðåøåíèÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ. 30. Ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå
îïåðàòîðà òåïëîïðîâîäíîñòè. 40. Ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå îäíîìåðíîãî âîëíîâîãî îïå-
ðàòîðà. 50. Ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå äâóìåðíîãî âîëíîâîãî îïåðàòîðà.

10. Íàïîìíèì, ÷òî îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ E(x) èçD′ íàçûâàåò-
ñÿ ôóíäàìåíòàëüíûì ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà

L[D] =
∑
|α|6m

aα(x)Dα

ñ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûìè êîýôôèöèåíòàìè aα(x), åñëè
îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ L[D]E(x) ñîâïàäàåò ñ äåëüòà ôóíêöèåé
Äèðàêà δ(x), ò.å. åñëè

L[D]E(x) = δ(x).

Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì îïåðàòîðà îáîáùåííîãî äèôôå-
ðåíöèðîâàíèÿ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äåéñòâèå îáîáùåííîé ôóíêöèè
E(x) èç D′ íà îñíîâíóþ ôóíêöèþ L∗[D]ϕ(x) èç D çàäàåòñÿ ðà-
âåíñòâîì (

E(x), L∗[D]ϕ(x)
)

= ϕ(0).

Çäåñü ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð L∗[D] çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

L∗[D]ϕ(x) =
∑
|α|6m

(−1)|α|Dα(aα(x)ϕ(x)).

Íàéäåì ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ ëèíåéíûõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè.
Íà÷íåì ñ îïåðàòîðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ôóíêöèè îäíîé ïåðå-
ìåííîé.



144 Â.Ë.Âàñêåâè÷. Ýëåìåíòû òåîðèè âîëí. ÊÐÈ Õàðáèí.

Ëåììà (ïðîèçâîäíàÿ êóñî÷íî ãëàäêîé ôóíêöèè). Ïóñòü ôóíê-
öèÿ u = u(t) íåïðåðûâíà íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé çà èñêëþ÷å-
íèåì åäèíñòâåííîé òî÷êè t = t0, â êîòîðîé u(t) ðàçðûâíà è
èìååò ñêà÷îê, ðàâíûé

h = u(t0 + 0)− u(t0 − 0).

Åñëè ïðè ýòîì â îáëàñòè t < t0, ðàâíî êàê è â îáëàñòè t > t0,
ñóùåñòâóþò ëîêàëüíî ñóììèðóåìûå ïåðâûå ïðîèçâîäíûå ôóíê-
öèè u(t), òî îáîáùåííàÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè u(t) íà âñåé îñè
çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì

du

dt
(t) = {u′(t)} + hδ(t− t0), (dg)

ãäå ÷åðåç {u′(t)} îáîçíà÷åíà ëîêàëüíî ñóììèðóåìàÿ ôóíêöèÿ,
ñîâïàäàþùàÿ ñ u′(t) êàê ïðè t < t0, òàê è ïðè t > t0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ϕ = ϕ(t) èç
ïðîñòðàíñòâà D îñíîâíûõ ôóíêöèé ïåðåìåííîé t. Ïî îïðåäåëå-
íèþ îáîáùåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ èìååì(du

dt
(t), ϕ(t)

)
= −

(
u(t),

dϕ

dt
(t)
)
.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ôóíêöèÿ u(t) ïî óñëîâèþ ëîêàëüíî ñóììèðóåìà,
ïðåäñòàâèì åå äåéñòâèå íà ïðîèçâîäíóþ ϕ′(t) â âèäå îáû÷íîãî
èíòåãðàëà, ðàçáèòîãî íà ñóììó äâóõ:

(du
dt
, ϕ
)

= −
t0∫

−∞

u(t)ϕ′(t) dt−
+∞∫
t0

u(t)ϕ′(t) dt.

Ê êàæäîìó èç ñëàãàåìûõ â ïðàâîé ÷àñòè ïðèìåíèì îáû÷íóþ
ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì, ó÷èòûâàÿ ïðè ýòîì, ÷òî
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ñóùåñòâóþò ëîêàëüíî ñóììèðóåìûå ïåðâûå ïðîèçâîäíûå ôóíê-
öèè u(t). Âñïîìíèâ òàêæå, ÷òî ôóíêöèÿ ϕ(t) ôèíèòíà ïî óñëî-
âèþ, ò.å. ðàâíà íóëþ âíå êîíå÷íîãî èíòåðâàëà (−R,+R) ÷èñëî-
âîé îñè, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

(du
dt
, ϕ
)

= −u(t)ϕ(t)
∣∣∣t0
−R

+

t0∫
−R

u′(t)ϕ(t) dt−

−u(t)ϕ(t)
∣∣∣+R
t0

+

+R∫
t0

u′(t)ϕ(t) dt.

Âîñïîëüçîâàâøèñü óñëîâèÿìè ϕ(−R) = ϕ(+R) = 0 è îïðåäåëå-
íèåì ëîêàëüíî ñóììèðóåìîé ôóíêöèè {u′(t)}, ïîëó÷èì

(du
dt
, ϕ
)

=

+∞∫
−∞

{u′(t)}ϕ(t) dt+(u(t0 + 0)− u(t0 − 0))ϕ(t0),

èëè, ÷òî òî æå ñàìîå:(du
dt
, ϕ
)

=
(
{u′(t)}, ϕ(t)

)
+ h
(
δ(t− t0), ϕ(t)

)
.

Ýòî è åñòü íè÷òî èíîå êàê èñêîìîå ðàâåíñòâî (dg).

Ïîëüçóÿñü ëåììîé, íàéäåì îáîáùåííóþ ïðîèçâîäíóþ ôóíê-
öèè Õåâèñàéäà Θ(t), îïðåäåëÿåìîé êàê ñòóïåíüêà ñ ïîðîãîì â
íà÷àëå êîîðäèíàò è âûñîòîé åäèíèöà:

Θ(t) =

{
0 ïðè t < 0,

1 ïðè t > 0.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (dg) ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

Θ′(t) =
d

dt
Θ(t) = δ(t).
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Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà Θ(t) ÿâëÿåòñÿ ôóíäà-
ìåíòàëüíûì ðåøåíèåì îäíîìåðíîãî îïåðàòîðà d

dt îáîáùåííîãî
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.

20. Ðàññìîòðèì îáûêíîâåííûé ëèíåéíûé äèôôåðåíöèàëü-
íûé îïåðàòîð

L[
d

dt
] =

dm

dtm
+ a1(t)

dm−1

dtm−1
+ . . .+am−1(t)

d

dt
+ am(t) (Ld)

ñ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûìè êîýôôèöèåíòàìè aj(t). Ïî-
ðÿäîê ýòîãî îïåðàòîðà ðàâåí m. ×òîáû íàéòè åãî ôóíäàìåí-
òàëüíîå ðåøåíèå, ïîñòàâèì è ðåøèì ñîïóòñòâóþùóþ çàäà÷ó
Êîøè: 

L[
d

dt
]z(t) = 0 ïðè t > 0,

z(j)(0) = 0 ïðè j = 0, 1, . . . ,m− 2,

z(m−1)(0) = 1.

Èç òåîðèè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé èç-
âåñòíî, ÷òî ðåøåíèå z = z(t) ýòîé ñîïóòñòâóþùåé çàäà÷è Êîøè
ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî.

Ëåììà (ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå îáûêíîâåííîãî äèôôåðåí-
öèàëüíîãî îïåðàòîðà). Ëîêàëüíî ñóììèðóåìàÿ ôóíêöèÿ
E(t) = Θ(t)z(t), ãäå z = z(t) � ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé âûøå ñî-
ïóòñòâóþùåé çàäà÷è Êîøè, ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûì ðå-
øåíèåì çàäàâàåìîãî ðàâåíñòâîì (Ld) îïåðàòîðà L.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ E(t) = Θ(t)z(t) îïðå-
äåëåíà íà âñåé ÷èñëîâîé îñè è èìååò â êàæäîé åå òî÷êå íåïðå-
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ðûâíûå ïðîèçâîäíûå äî ïîðÿäêà m− 1 âêëþ÷èòåëüíî. Ñîñ÷è-
òàåì îáîáùåííûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè E(t) âïëîòü äî ïîðÿäêà
m. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

E(t) =

{
z(t) ïðè t > 0,

0 ïðè t < 0,

à òàêæå óñëîâèå z(0) = 0, çàêëþ÷àåì, ÷òî â íà÷àëå êîîðäèíàò
ñêà÷îê ôóíêöèè E(t) ðàâåí íóëþ. Ïðèìåíèâ ê E(t) ôîðìóëó
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ êóñî÷íî ãëàäêîé ôóíêöèè,ïîëó÷àåì ðà-
âåíñòâî

E ′(t) = Θ(t)z′(t).

Àíàëîãè÷íî èìååì

E ′′ = Θ(t)z′′(t), . . . , E (m−1) = Θ(t)z(m−1)(t).

Ïðèìåíÿÿ â î÷åðåäíîé ðàç ôîðìóëó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ êó-
ñî÷íî ãëàäêîé ôóíêöèè,íî òåïåðü óæå ê ïðîèçâåäåíèþ

E (m−1)(t) = Θ(t)z(m−1)(t)=

{
z(m−1)(t) ïðè t > 0,

0 ïðè t < 0,

ñ åäèíè÷íûì ñêà÷êîì â íà÷àëå êîîðäèíàò, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

E (m)(t) = Θ(t)z(m)(t) + δ(t).

Ïðîñóììèðîâàâ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè êîýôôèöèåíòàìè íàéäåí-
íûå îáîáùåííûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè E(t), ïðèäåì ê ñîîòíî-
øåíèþ

L[
d

dt
]E(t) = δ(t) + Θ(t)

[
z(m)(t) + · · · + am(t)z(t)

]
= δ(t) + Θ(t)L[

d

dt
]z(t) = δ(t).
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Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ñïðàâåäëèâî â ñèëó âûïîëíåííîãî ïðè
t > 0 ðàâåíñòâà L[ ddt]z(t) = 0, ñîãëàñíî âûáîðó z(t).
Òàêèì îáðàçîì, E(t) � ýòî äåéñòâèòåëüíî ôóíäàìåíòàëüíîå

ðåøåíèå çàäàâàåìîãî ðàâåíñòâîì (Ld) îáûêíîâåííîãî äèôôå-
ðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà L.

Êàê ïðèìåð ïðèëîæåíèÿ òîëüêî ÷òî äîêàçàííîé ëåììû îò-
ìåòèì, ÷òî ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå îïåðàòîðà(

d

dt
+ a

)
− ýòî ôóíêöèÿ Θ(t)e−at,

à îïåðàòîðà(
d2

dt2
+ a2

)
− ýòî ôóíêöèÿ

1

a
Θ(t) sin at.

Ïðè a = 0 ïîñëåäíÿÿ ïåðåõîäèò â ïðîèçâåäåíèå tΘ(t).
30. Â ñëó÷àå îïåðàòîðà òåïëîïðîâîäíîñòè

L[D] ≡ ∂

∂t
− a2

n∑
j=1

∂2

∂x2
j

(heo)

ñ íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè (x, t) èç Rn+1 èìååò ìåñòî ñëåäó-
þùàÿ ëåììà.

Ëåììà (ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå îïåðàòîðà òåïëîïðîâîäíî-
ñòè). Ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå çàäàâàåìîãî ðàâåíñòâîì (heo)
îïåðàòîðà L[D] èìååò âèä

E(x, t) = Θ(t)G(x, t) = Θ(t)
1

(2a
√
πt)n

e
− |x|

2

4a2t ,

ãäå Θ(t) � ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà.
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40. Íàéäåì ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå îäíîìåðíîãî âîëíîâî-
ãî îïåðàòîðà (äàëàìáåðèàíà)

�a ≡ L1[
∂

∂t
,
∂

∂x
] ≡ ∂2

∂t2
− a2 ∂

2

∂x2
(WO1)

â ñëó÷àå äâóõ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ (x, t) èç R2.

Ëåììà (ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå îäíîìåðíîãî �a). Ôóíäà-
ìåíòàëüíîå ðåøåíèå çàäàâàåìîãî ðàâåíñòâîì (WO1) îïåðà-
òîðà �a èìååò âèä E1(x, t) = 1

2aΘ(at− |x|), ãäå Θ(t) � ôóíêöèÿ
Õåâèñàéäà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèÿ E1(x, t) ëîêàëüíî ñóììèðóåìà â R2,
îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè t < 0, à òàêæå ïðè |x| > at > 0, ò.å. âíå
âåðõíåé ÷àñòè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî êîíóñà äëÿ âîëíîâîãî îïå-
ðàòîðà (WO1). Âíóòðè æå ýòîé âåðõíåé ÷àñòè õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêîãî êîíóñà ôóíêöèÿ E1(x, t) òîæäåñòâåííî ïîñòîÿííà è ðàâíà
1/(2a).
Ïóñòü ôóíêöèÿ ϕ = ϕ(x, t) èç D = D(R2) òàêîâà, ÷òî åå íî-

ñèòåëü ñîäåðæèòñÿ â êóáå ñ öåíòðîì â íà÷àëå è ðåáðîì 2R:

suppϕ(x, t) ⊂ {(x, t) ∈ R2 | |x| 6 R, |t| 6 R}.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì îáîáùåííîãî äèôôåðåíöèðîâà-
íèÿ èìååì(

∂2E1

∂t2
− a2∂

2E1

∂x2
, ϕ

)
=

(
E1,

∂2ϕ

∂t2
− a2∂

2ϕ

∂x2

)
.

Ó÷èòûâàÿ ëîêàëüíóþ ñóììèðóåìîñòü ôóíêöèè E1 è åå îáðàùå-
íèå â íóëü ïðè t < 0, à òàêæå ïðè |x| > at > 0, èìååì äàëåå

(�aE1, ϕ) =

∫
E1(x, t)�aϕ(x, t) dxdt =
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=
1

2a

+∞∫
−∞

( +∞∫
|x|
a

∂2ϕ

∂t2
dt
)
dx− a

2

+∞∫
0

( +at∫
−at

∂2ϕ

∂x2
dx
)
dt. (5)

Èç ôèíèòíîñòè ôóíêöèè ϕ âûòåêàåò, ÷òî

+∞∫
|x|/a

∂2ϕ

∂t2
(x, t) dt = −∂ϕ

∂t

(
x,
|x|
a

)
.

Êðîìå òîãî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

+at∫
−at

∂2ϕ

∂x2
(x, t) dx =

∂ϕ

∂x
(at, t)− ∂ϕ

∂x
(−at, t).

Ïîäñòàâëÿÿ â (5) íàéäåííûå çíà÷åíèÿ âíóòðåííèõ èíòåãðàëîâ,
èìååì

(�aE1, ϕ) = − 1

2a

+∞∫
−∞

∂ϕ

∂t

(
x,
|x|
a

)
dx−

−a
2

+∞∫
0

(∂ϕ
∂x

(at, t)− ∂ϕ

∂x
(−at, t)

)
dt. (6)

Èíòåãðàë ïî dx â ïðàâîé ÷àñòè ðàçîáüåì íà ñóììó äâóõ: ïî îò-
ðèöàòåëüíîé ïîëóîñè x < 0 è ïî ïîëîæèòåëüíîé x > 0. Çàòåì â
èíòåãðàëå ïî îòðèöàòåëüíîé ïîëóîñè ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåí-
íîé y = −x è â ðåçóëüòàòå ïðèäåì ê ðàâåíñòâó

1

2a

+∞∫
−∞

∂ϕ

∂t

(
x,
|x|
a

)
dx =

1

2a

+∞∫
0

∂ϕ

∂t

(
−y, |y|

a

)
dy+
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+
1

2a

+∞∫
0

∂ϕ

∂t

(
x,
|x|
a

)
dx.

Â êàæäîì èç èíòåãðàëîâ â ïðàâîé ÷àñòè ñäåëàåì çàìåíó ïåðå-
ìåííîé: y = at è x = at ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ïîëó÷èì

1

2a

+∞∫
−∞

∂ϕ

∂t

(
x,
|x|
a

)
dx =

1

2

+∞∫
0

∂ϕ

∂t
(−at, t) dt+1

2

+∞∫
0

∂ϕ

∂t
(at, t) dt.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ðàâåíñòâî â (6), ïîëó÷àåì

(�aE1, ϕ) = −1

2

+∞∫
0

(∂ϕ
∂t

(at, t) + a
∂ϕ

∂x
(at, t)

)
dt−

−1

2

+∞∫
0

(∂ϕ
∂t

(−at, t)− a∂ϕ
∂x

(−at, t)
)
dt.

Ïðåäñòàâèì ïîäûíòåãðàëüíûå âûðàæåíèÿ â ïðàâîé ÷àñòè êàê
ïîëíûå ïðîèçâîäíûå ïî t:

∂ϕ

∂t
(±at, t)± a∂ϕ

∂x
(±at, t) =

d

dt
[ϕ(±at, t)] .

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè âûðàæåíèÿ â ïðåäûäóùåå ðàâåíñòâî è ïîëüçó-
ÿñü ôèíèòíîñòüþ ôóíêöèè ϕ(x, t), âû÷èñëèì îáà èíòåãðàëüíûõ
ñëàãàåìûõ â ÿâíîì âèäå. Òîãäà ïîëó÷èì

(�aE1, ϕ) =
1

2
ϕ(0, 0) +

1

2
ϕ(0, 0) =(δ(x, t), ϕ(x, t)).

Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî E1(x, t) � ýòî ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå
îäíîìåðíîãî âîëíîâîãî îïåðàòîðà.
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50. Ðàññìîòðèì òåïåðü äâóìåðíûé âîëíîâîé îïåðàòîð

L2[
∂

∂t
,
∂

∂x1
,
∂

∂x2
] ≡ ∂2

∂t2
− a2 ∂

2

∂x2
1

− a2 ∂
2

∂x2
2

. (WO2)

Çàäà÷à. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíäàìåíòàëüíûì ðåøåíèåì äâóìåð-
íîãî âîëíîâîãî îïåðàòîðà L2[ ∂∂t,

∂
∂x1
, ∂
∂x2

] ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ
ôóíêöèÿ

E2(x1, x2, t) =
Θ
(
at−

√
x2

1 + x2
2

)
2πa
√
a2t2 − x2

1 − x2
2

,

ãäå Θ(t) � ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà.

Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ E2(x1, x2, t) ðàâíà íóëþ ïðè t < 0.
Åñëè æå t > 0, òî E2(x1, x2, t) ðàâíà íóëþ ïðè

√
x2

1 + x2
2 > at,

ò.å. âíå õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî êîíóñà äëÿ âîëíîâîãî îïåðàòî-
ðà (WO2). Åñëè æå t > 0 è

√
x2

1 + x2
2 < at, òî èìååì

E2(x1, x2, t) =
1

2πa
√
a2t2 − |x|2

.

Òåì ñàìûì E2(x1, x2, t) íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò ïðè |x| → at.
Â òî æå âðåìÿ ôóíêöèÿ E2(x1, x2, t) ëîêàëüíî ñóììèðóåìà â
R3, èáî èíòåãðàë ïî ëþáîìó êîìïàêòó îò åå ìîäóëÿ ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé èíòåãðàë ïî ïåðåñå÷åíèþ ýòîãî êîìïàêòà ñ âåðõíåé
÷àñòüþ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî êîíóñà, ëåæàùåé â ïîëóïðîñòðàí-
ñòâå t > 0. Òåì ñàìûì ýòîò èíòåãðàë ìàæîðèðóåòñÿ âûðàæåíè-
åì âèäà

I(T ) =
1

2πa

T∫
0

( ∫
√
x2

1+x2
2<at

dx1dx2√
a2t2 − x2

1 − x2
2

)
dt,
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ãäå T � íåêîòîðîå êîíå÷íîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.
Ïîëîæèâ x1 = r cosϕ, x2 = r sinϕ â èíòåãðàëå I(T ), ëåãêî ñî-

ñ÷èòàòü, ÷òî

I(T ) =
1

a

T∫
0

( at∫
0

r√
a2t2 − r2

dr
)
dt.

Ñäåëàâ çàìåíó r = atξ, ïîëó÷èì

I(T ) =
1

a

T∫
0

a2t2

at
dt

1∫
0

ξ√
1− ξ2

dξ,

èëè

I(T ) = −T
2

4

1∫
0

d

dξ

(√
1− ξ2

)
dξ = T 2/4 <∞.

Ýòî äîêàçûâàåò,÷òî E2(x1, x2, t) ëîêàëüíî ñóììèðóåìà â R3.
Ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå E3(x, t) òðåõìåðíîãî âîëíîâîãî

îïåðàòîðà íå ñóììèðóåìî ëîêàëüíî, à ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèí-
ãóëÿðíóþ îáîáùåííóþ ôóíêöèþ.

Çàäà÷à. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíäàìåíòàëüíûì ðåøåíèåì òðåõ-
ìåðíîãî âîëíîâîãî îïåðàòîðà L2[ ∂∂t,

∂
∂x1
, ∂
∂x2
, ∂
∂x3

] ÿâëÿåòñÿ ñëå-
äóþùàÿ ôóíêöèÿ

E3(x1, x2, x3, t) =
Θ(t)

4πa2t
δSat(x) =

Θ(t)

2πa
δ(a2t2 − |x|2),

ãäå Θ(t) � ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà.

Ñèíãóëÿðíàÿ îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ E3(x, t) äåéñòâóåò íà ïðîá-
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íóþ ôóíêöèþ ϕ = ϕ(x, t) ïî ïðàâèëó

(E3, ϕ) =
1

4πa2

+∞∫
0

(δSat, ϕ)
dt

t
=

1

4πa2

+∞∫
0

1

t

∫
|x|=at

ϕ(x, t) dSx dt.
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Ëåêöèÿ 11.

ÒÅÌÀ: Ââåäåíèå â ìåòîä îáðàòíîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ ÊäÔ. 10. Êàíîíè÷åñêèé âèä
è çàêîíû ñîõðàíåíèÿ óðàâíåíèÿ ÊäÔ. 20. Ïîñòàíîâêè ïðÿìîé è îáðàòíîé çàäà÷ ðàññåÿ-
íèÿ. 30. Ñõåìà ìåòîäà îáðàòíîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ ÊäÔ. 40. Ñâîéñòâà îäíîìåðíîãî
îïåðàòîðà Øðåäèíãåðà ñ áûñòðîóáûâàþùèì ïîòåíöèàëîì. 50. Îïðåäåëåíèå ïàðû Ëàêñà.
Êðèòåðèé óíèòàðíîé ýêâèâàëåíòíîñòè ðåàëèçàöèé îïåðàòîðà Øðåäèíãåðà ïðè ðàçíûõ
çíà÷åíèÿõ âðåìåíè.

10. Òî÷íûé ìåòîä èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèÿ ÊäÔ, íàçâàí-
íûé âïîñëåäñòâèè ìåòîäîì îáðàòíîé çàäà÷è, áûë îòêðûò â
1967 ã. ãðóïïîé àìåðèêàíñêèõ ôèçèêîâ. Íàèáîëåå ïðèìå÷àòåëü-
íàÿ ÷åðòà ìåòîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òî äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ íåëè-
íåéíîé çàäà÷è îêàçàëîñü äîñòàòî÷íî ðåøèòü ïîñëåäîâàòåëüíî
äâå ëèíåéíûå çàäà÷è: îäíó äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ,
âòîðóþ � äëÿ èíòåãðàëüíîãî. Ïîçæå áûëî îòêðûòî, ÷òî ìåòîä
îáðàòíîé çàäà÷è ïðèìåíèì ê ðåøåíèþ ðÿäà äðóãèõ íåëèíåéíûõ
óðàâíåíèé.
Ïåðåéäåì ê èçëîæåíèþ ìåòîäà â ñëó÷àå çàäà÷è Êîøè äëÿ

óðàâíåíèÿ ÊäÔ , çàïèñàííîãî â êàíîíè÷åñêîì âèäå

K[u] ≡ ∂u

∂t
− 6u

∂u

∂x
+
∂3u

∂x3
= 0. (KdF)

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (KdF) áóäåì èñêàòü â êëàññå íåïðåðûâ-
íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé v(x, t), èìåþùèõ íåïðåðûâíûå
òðåòüè ïðîèçâîäíûå ïî x è óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

sup
06t6T

+∞∫
−∞

(1 + |x|)|v(x, t)| dx < +∞

äëÿ ëþáîãî T > 0. Ê óðàâíåíèþ (KdF) äîáàâëÿþòñÿ íà÷àëü-
íûå äàííûå u(x, 0) = ϕ(x).
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Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ôóíêöèè ϕ(x) äîëæíà âûïîëíÿòüñÿ îöåíêà
+∞∫
−∞

(1 + |x|)|ϕ(x)| dx < +∞.

Àíàëîãè÷íûå íåðàâåíñòâà äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ è äëÿ ïðîèç-
âîäíûõ ôóíêöèè ϕ(x) âïëîòü äî òðåòüåãî ïîðÿäêà. Â ÷àñòíîñòè,
òàêîãî ðîäà ñîîòíîøåíèÿì óäîâëåòâîðÿåò ëþáàÿ ôèíèòíàÿ áåñ-
êîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ ϕ(x) îäíîé ïåðåìåííîé,
à òàêæå ïðîèçâîäíàÿ ëþáîãî ïîðÿäêà îò òàêîé ôóíêöèè.
Ïîëó÷èì äëÿ óðàâíåíèÿ (KdF) ðÿä çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ. Ïåð-

âûé èç íèõ íàéäåì, çàïèñàâ îïåðàòîðK[u] â äèâåðãåíòíîì âèäå:

K[u] ≡ ∂

∂t

(
u
)

+
∂

∂x

(
−3u2 +

∂2u

∂x2

)
.

Èíòåãðèðóÿ ðàâåíñòâîK[u] = 0 ïî âñåé îñè x è ïîëüçóÿñü áûñò-
ðûì óáûâàíèåì ôóíêöèè u, ïîëó÷àåì∫

K[u] dx =

∫
∂

∂t

(
u
)
dx =

∂

∂t

(∫
u dx

)
= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðàë
∫
u(x, t) dx ïîñòîÿíåí âî âðåìåíè.

Âìåñòå ñ îïåðàòîðîì K[u] ðàññìîòðèì åùå äèôôåðåíöèàëü-
íûé îïåðàòîð Ãàðäíåðà:

R[w] ≡ ∂w

∂t
− 6(w + ε2w2)

∂w

∂x
+
∂3w

∂x3
. (GO)

Çäåñü ε � ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð, ε� 1.
Äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð R[w] äîïóñêàåò òàêæå çàïèñü

â äèâåðãåíòíîé ôîðìå:

R[w] ≡ ∂

∂t

(
w
)

+
∂

∂x

(
−3w2 − 2ε2w3 +

∂2w

∂x2

)
. (GO')
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Ïóñòü ïåðåìåííûå w è u ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ñîîòíîøåíèåì

u = w + ε
∂w

∂x
+ ε2w2. (GM)

Ïðåîáðàçîâàíèå (GM), ïåðåâîäÿùåå ôóíêöèþ w(x, t) â ôóíê-
öèþ u(x, t), íàçûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Ãàðäíåðà�Ìèóðû.
Îòìåòèì, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì t ðàâåíñòâî (GM) ïðåä-

ñòàâëÿåò ñîáîé óðàâíåíèå Ðèêàòòè îòíîñèòåëüíî w è äîïóñêàåò
ëèíåàðèçàöèþ ñ ïîìîùüþ çàìåíû çàâèñèìîé ïåðåìåííîé.
Âàæíîñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãàðäíåðà�Ìèóðû äëÿ óðàâíåíèÿ

(ÊäÔ) îñíîâàíî íà ñëåäóþùåì äèôôåðåíöèàëüíîì òîæäåñòâå

∂u

∂t
− 6u

∂u

∂x
+
∂3u

∂x3
= (1 + ε

∂

∂x
+ 2ε2w)R[w]. (DI)

Â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ ïðîâåäèòå îáîñíîâàíèå òîæäåñòâà (DI)
ñàìîñòîÿòåëüíî.
Êàê âàæíîå ñëåäñòâèå èç (DI) ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå:
åñëè ôóíêöèÿ w(x, t) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

Ãàðäíåðà R[w] = 0, òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé â ñèëó ñîîòíîøå-
íèÿ (GM) ôóíêöèÿ u(x, t) áóäåò ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (ÊäÔ).

Ëåììà. Ïóñòü u(x, t) è âñå åå ïðîèçâîäíûå ïî ïåðåìåííîé x
áûñòðîóáûâàþùèå è ïðè ýòîì u(x, t) ðåøàåò óðàâíåíèå (ÊäÔ),
à ðåøåíèå w(x, t) óðàâíåíèÿ

w + ε
∂w

∂x
+ ε2w2 = u

ðàçëàãàåòñÿ â ñõîäÿùèéñÿ ñòåïåííîé ðÿä

w(x, t) =

∞∑
k=0

εkwk[u(x, t)] ≡
∞∑
k=0

εkwk[u]. (1)
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Òîãäà âñå èíòåãðàëû âèäà

Ik(t) =

+∞∫
−∞

wk[u] dx, k = 0, 1, 2, . . . ,

ïî ïåðåìåííîé t ïîñòîÿííû, ò.å. Ik(t) = Ik(0) äëÿ âñåõ t > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàâåíñòâîì (1):

w2 =

∞∑
k=0

εk
( k∑
j=0

wj[u]wk−j[u]
)
≡

∞∑
k=0

εkvk[u],

ãäå vk[u] =
k∑
j=0

wj[u]wk−j[u]. Ñëåäîâàòåëüíî,

w + ε
∂w

∂x
+ ε2w2 =

∞∑
k=0

εkwk[u]+

∞∑
k=0

εk+1∂wk[u]

∂x
+

∞∑
k=0

εk+2vk[u].

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ðàçëîæåíèå ïî ñòåïåíÿì ε â óðàâíåíèå (GM),
ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó

u = w0[u] + ε
(∂w0[u]

∂x
+ w1[u]

)
+

∞∑
k=2

εk
(
wk[u] +

∂wk−1[u]

∂x
+ vk−2[u]

)
.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ôóíêöèÿ u îò ïàðàìåòðà ε íèêàê íå çàâèñèò, çà-
êëþ÷àåì èç ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà, ÷òî w0[u] = u, à âñå êîýô-
ôèöèåíòû ïðè ïîëîæèòåëüíûõ ñòåïåíÿõ ε îáÿçàíû îáðàùàòüñÿ
â íóëü. Èíûìè ñëîâàìè, èìååì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó ðåêóððåíò-
íûõ ñîîòíîøåíèé

w0[u] = u, w1[u] = −∂w0[u]

∂x
= −∂u

∂x
,
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è äàëåå ïðè k = 0, 1, 2, . . .:

wk+2[u] = −∂wk+1[u]

∂x
− vk[u] =−∂wk+1[u]

∂x
−

k∑
j=0

wj[u]wk−j[u].

Ñ ïîìîùüþ ýòèõ ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé èíäóêöèåé ïî
k äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèå wk[u] ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîëè-
íîì îò ïåðåìåííûõ

(u, ∂u/∂x, . . . , ∂ku/∂xk).

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ wk[u] ÿâëÿåòñÿ áûñòðîóáûâàþùåé.
Ïî óñëîâèþ ôóíêöèÿ u(x, t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

(ÊäÔ) è ôóíêöèÿ w(x, t) ñâÿçàíà ñ íåé ñîîòíîøåíèåì (GM).
Ïîýòîìó è â ñèëó (DI) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

K[u] = (1 + ε
∂

∂x
+ 2ε2w)R[w] = 0.

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà ðàçëîæåíèå (1) è ïðèðàâíèâàÿ íóëþ êîýôôè-
öèåíòû ïðè ñòåïåíÿõ ε, âèäèì, ÷òî âûðàæåíèå wk[u] ïðè âñåõ
k äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü ñîîòíîøåíèþ âèäà

∂

∂t

(
wk[u]

)
+

∂

∂x

(
R0[u]

)
= 0, (2)

ãäå R0[u] ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âûðàæåíèå, çàâèñÿùåå îò u è îò
ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè u ïî ïåðåìåííîé x âïëîòü äî îïðåäåëåí-
íîãî ïîðÿäêà.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèåì ëåììû ôóíêöèÿ R0[u] ÿâëÿåòñÿ

áûñòðîóáûâàþùåé è ïîýòîìó
+∞∫
−∞

∂

∂x

(
R0[u]

)
dx = R0[u]

∣∣∣+∞
−∞

= 0.
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Ïîëüçóÿñü ýòèì è èíòåãðèðóÿ ðàâåíñòâî (2) ïðè ôèêñèðîâàííîì
t > 0 ïî âñåé îñè x, ïîëó÷àåì

d

dt

( +∞∫
−∞

wk[u] dx
)

= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðàë Ik(t) äåéñòâèòåëüíî ïîñòîÿíåí âî âðå-
ìåíè.

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå (ÊäÔ) èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî
èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ. Ñîñ÷èòàåì íåñêîëüêî ïåðâûõ èç íèõ.
Ïðè k = 0 èìååì

I0 =

+∞∫
−∞

w0[u] dx =

+∞∫
−∞

u(x, t) dx.

Ïðè k = 2 ñïðàâåäëèâî

w2[u] = −∂w1

∂x
− w2

0 =
∂2u

∂x2
− u2,

è, ñëåäîâàòåëüíî, èìååì èíòåãðàë äâèæåíèÿ

I2 =

+∞∫
−∞

u2(x, t) dx.

Äàëåå, ïðè k = 3 ñïðàâåäëèâî

w3[u] = −∂w2

∂x
− 2w0w1 = −∂

3u

∂x3
+ 2

∂u2

∂x
.

Òàêèì îáðàçîì, èíòåãðàë I3 òðèâèàëåí. Äàëåå, ïðè k = 4 âîñ-
ïîëüçóåìñÿ ïðåäñòàâëåíèåì

w4[u] = −∂w3

∂x
− 2w0w2 − w2

1.
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Ïîäñòàâëÿÿ â ïðàâóþ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà óæå íàéäåííûå âû-
ðàæåíèÿ äëÿ wk[u], k = 0, 1, 2, 3, ïîëó÷àåì

w4[u] =
∂4u

∂x4
− 6u

∂2u

∂x2
− 5
(∂u
∂x

)2

+ 2u3 =

=
∂4u

∂x4
− 6

∂

∂x

(
u
∂u

∂x

)
+
(∂u
∂x

)2

+ 2u3.

Ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðàë äâèæåíèÿ I4 èìååò âèä

I4 =

+∞∫
−∞

[u3(x, t) +
1

2

(∂u
∂x

)2

(x, t)] dx.

Íàëè÷èå ó óðàâíåíèÿ (ÊäÔ) áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà èíòåãðàëîâ
äâèæåíèÿ âûäåëÿåò åãî ñðåäè âñåõ îñòàëüíûõ óðàâíåíèé è ïîç-
âîëÿåò ïîñòðîèòü òî÷íîå ðåøåíèå ìåòîäîì, îñíîâàííûì íà îá-
ðàòíîé çàäà÷å ðàññåÿíèÿ äëÿ îäíîìåðíîãî ñòàöèîíàðíîãî óðàâ-
íåíèÿ Øðåäèíãåðà.

20. Ïóñòü áûñòðîóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ u(x, t) ðåøàåò óðàâíå-
íèå (ÊäÔ), ÿâëÿÿñü ïðè t = 0 ôèíèòíîé è áåñêîíå÷íî äèôôå-
ðåíöèðóåìîé ôóíêöèåé ïåðåìåííîé x:

∂u

∂t
− 6u

∂u

∂x
+
∂3u

∂x3
= 0, u(x, 0) = ϕ(x).

Ñîïîñòàâèì ýòîìó ðåøåíèþ u(x, t) ñëåäóþùèé îáûêíîâåííûé
äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð âòîðîãî ïîðÿäêà:

L(t) =
d2

dx2
− u(x, t).

Äèôôåðåíöèàëüíûå âûðàæåíèÿ òàêîãî âèäà ïðèíÿòî íàçûâàòü
îäíîìåðíûìè îïåðàòîðàìè Øðåäèíãåðà.
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Â êà÷åñòâå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ L(t) óñëîâèìñÿ ðàññìàòðè-
âàòü ïðîñòðàíñòâî ôèíèòíûõ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ
ôóíêöèé C(∞)

0 (R) ïåðåìåííîé x.
Ïðîñòðàíñòâî C(∞)

0 (R) ïëîòíî â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå
L2(R). Îáëàñòü çíà÷åíèé îïåðàòîðà L(t), î÷åâèäíî, ñîäåðæèò-
ñÿ â L2(R). Îïåðàòîð L(t) ëèíååí è íåîãðàíè÷åí (äîêàæèòå ïî-
ñëåäíåå â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ).
Ðàññìîòðèì ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà

d2ψ

dx2
+ (λ− u(x, t))ψ = 0 ⇔ −L(t)ψ = λψ. (Sch)

Çäåñü λ � êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ îò x, çàâèñèìîñòü æå îò
âðåìåíè â óðàâíåíèè ïðåäïîëàãàåòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêîé (îò t çà-
âèñèò êîýôôèöèåíò u(x, t) óðàâíåíèÿ).
Ñî ñòàöèîíàðíûì óðàâíåíèåì Øðåäèíãåðà ñâÿæåì ñëåäóþ-

ùèå äâå çàäà÷è.

Çàäà÷à. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ λ, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå (Sch)
èìååò â ïðîñòðàíñòâå L2(R) õîòÿ áû îäíî íåòðèâèàëüíîå ðå-
øåíèå ψ(x, t).

Ýòî � ñèíãóëÿðíàÿ çàäà÷à Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ. Èñêîìûå
çíà÷åíèÿ λ íàçûâàþòñÿ åå ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè, à ñîîòâåò-
ñòâóþùèå èì íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ ψ(x, t) � ñîáñòâåííûìè
ôóíêöèÿìè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñîáñòâåííûå ôóíêöèè íîðìè-
ðîâàíû óñëîâèåì

+∞∫
−∞

ψ2(x, t) dx = 1. (Nψ)

Åñëè λ = −κ2
m < 0 � ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé ñèíãóëÿðíîé çàäà-

÷è, òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ åìó ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ψm(x, t) ïðè
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x→ +∞ èìååò ñëåäóþùóþ àñèìïòîòèêó

ψm(x, t) ∼ cm(t)e−κm(t)x.

Çàäà÷à. Íàéòè ïðè λ = k2 > 0 îãðàíè÷åííûå íà âñåé îñè ðå-
øåíèÿ ψ(x, t) óðàâíåíèÿ (Sch), èìåþùèå ïðè x→ ±∞ ñëåäó-
þùèå àñèìïòîòèêè

ψ(x, t) ∼ e−ikx + b(k, t)eikx ïðè x→ +∞,

ψ(x, t) ∼ a(k, t)e−ikx ïðè x→ −∞.
Ôóíêöèè a(k, t) è b(k, t) â ïðèâåäåííûõ àñèìïòîòèêàõ � ýòî
òàêæå èñêîìûå âåëè÷èíû.

Ôèçè÷åñêè ýòà çàäà÷à èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê çàäà÷à ðàññåÿ-
íèÿ ïëîñêîé âîëíû åäèíè÷íîé àìïëèòóäû íà çàäàííîì ïîòåí-
öèàëå u(x, t). Âîëíà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ âäîëü îñè x èç −∞ â
+∞.
Êîýôôèöèåíòû a(k, t) è b(k, t) èç àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæå-

íèé íàçûâàþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè îòðàæåíèÿ è ïðîõîæäåíèÿ
ñîîòâåòñòâåííî. Ýòè êîýôôèöèåíòû ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

|a(k, t)|2 + |b(k, t)|2 = 1.

Ñîâîêóïíîñòü âåëè÷èí {κm(t), cm(t)} è {a(k, t), b(k, t)} íàçû-
âàþò äàííûìè ðàññåÿíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèìè èñõîäíîìó ïîòåí-
öèàëó u(x, t).
Íàéòè äàííûå ðàññåÿíèÿ ïî çàäàííîìó ïîòåíöèàëó u(x, t) �

çíà÷èò, ðåøèòü ïðÿìóþ çàäà÷ó ðàññåÿíèÿ.
Çàäà÷à îòûñêàíèÿ ïîòåíöèàëà u(x, t) ïî èçâåñòíûì äàííûì

ðàññåÿíèÿ {κm(t), cm(t)} è {a(k, t), b(k, t)} íàçûâàåòñÿ îáðàòíîé
çàäà÷åé ðàññåÿíèÿ. Åå ðåøåíèå íàõîäèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
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Ñíà÷àëà ïî äàííûì ðàññåÿíèÿ êîíñòðóèðóåòñÿ âñïîìîãàòåëü-
íàÿ ôóíêöèÿ B(x, t), çàäàâàåìàÿ âûðàæåíèåì

B(x, t) =

N∑
m=1

c2
m(t)e−κm(t)x +

1

2π

+∞∫
−∞

b(k, t)eikx dk. (B)

Çàòåì ñ ïîìîùüþ ñêîíñòðóèðîâàííîé ïî äàííûì ðàññåÿíèÿ
ôóíêöèè B(x, t) çàïèñûâàåòñÿ èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå:

K(x, y, t) + B(x + y, t) +

+∞∫
x

B(y + z, t)K(x, z, t) dz = 0. (GLM)

Ýòî óðàâíåíèå èçâåñòíî êàê óðàâíåíèå Ãåëüôàíäà�Ëåâèòàíà�
Ìàð÷åíêî. Ðåøèâ åãî, ò.å. îòûñêàâ ôóíêöèþ K(x, y, t), çàòåì
ïîëàãàþò

u(x, t) = −2
d

dx
K(x, x, t).

Ýòà ôóíêöèÿ è çàäàåò èñêîìûé ïîòåíöèàë.
30. Âåðíåìñÿ ê çàäà÷å Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (ÊäÔ) ñ ôèíèò-

íûìè è áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûìè íà÷àëüíûìè äàííû-
ìè:

∂u

∂t
− 6u

∂u

∂x
+
∂3u

∂x3
= 0, u(x, 0) = ϕ(x).

Èçëîæèì äåòàëüíî ïðèìåíÿåìóþ â ýòîì ñëó÷àå ñõåìó ìåòîäà
îáðàòíîé çàäà÷è. Âåñü ïðîöåññ ðàçáèâàåòñÿ íà òðè ïîñëåäîâà-
òåëüíûõ øàãà.
ÌÎÇ1). Ïîñòàâèòü ïðÿìóþ çàäà÷ó ðàññåÿíèÿ äëÿ îïåðàòîðà

Øðåäèíãåðà

L(0) =
d2

dx2
− u(x, 0) =

d2

dx2
− ϕ(x),
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è ðåøèòü åå, ò.å. îòûñêàòü äàííûå ðàññåÿíèÿ

{κm(0), cm(0)}, {a(k, 0), b(k, 0)}.

Çäåñü m = 1, 2, . . . , N , à k > 0.
ÌÎÇ2). Èññëåäîâàòü çàâèñèìîñòü äàííûõ ðàññåÿíèÿ îò âðå-

ìåíè. Â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ (ÊäÔ) ýòà çàâèñèìîñòü çàäàåòñÿ ñëå-
äóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè

κm(t) = κm(0), cm(t) = cm(0)e4κ3
mt,

b(k, t) = b(k, 0)ei8k
3t, a(k, t) = a(k, 0).

Îáîñíîâàíèå ïîäîáíîãî âèäà ðàâåíñòâ ñîñòàâëÿåò ñîäåðæàíèå
âòîðîãî øàãà ìåòîäà îáðàòíîé çàäà÷è.
ÌÎÇ3). Â ìîìåíò âðåìåíè t > 0 ïðè èçâåñòíûõ äàííûõ ðàñ-

ñåÿíèÿ ïîñòàâèòü è ðåøèòü îáðàòíóþ çàäà÷ó ðàññåÿíèÿ äëÿ îïå-
ðàòîðà Øðåäèíãåðà

L(t) =
d2

dx2
− u(x, t).

Ïîòåíöèàë u(x, t), ðåøàþùèé ýòó îáðàòíóþ çàäà÷ó, îêàçûâàåò-
ñÿ, ðåøàåò è èñõîäíóþ çàäà÷ó Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (ÊäÔ).

40. Îáîñíîâàíèå ìåòîäà îáðàòíîé çàäà÷è íà÷íåì ñ èññëåäî-
âàíèÿ îïåðàòîðà Øðåäèíãåðà

L(t) =
d2

dx2
− u(x, t)

ñ áûñòðîóáûâàþùèì ïîòåíöèàëîì u(x, t). Îïåðàòîð L(t) îïðå-
äåëåí íà ïðîñòðàíñòâå C(∞)

0 (R) áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ
è ôèíèòíûõ ïî x ôóíêöèé, îáëàñòü æå çíà÷åíèé L(t) � ýòî ïîä-
ïðîñòðàíñòâî â L2(R).
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Äàäèì îïðåäåëåíèå ïðîèçâîäíîé îïåðàòîðà L(t) ïî ïàðàìåò-
ðó t. Ïóñòü ôóíêöèÿ h = h(x) ïðèíàäëåæèò C

(∞)
0 (R). Òîãäà

èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ

L(t)− L(t0)

t− t0
h =

L(t)h− L(t0)h

t− t0
= −u(x, t)− u(x, t0)

t− t0
h.

Óñòðåìëÿÿ çäåñü t ê t0, âèäèì, ÷òî â êà÷åñòâå ïðîèçâîäíîé

L̇(t0) =
dL

dt
(t0) = Lt(t0)

îïåðàòîðà L(t) â òî÷êå t0 åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü îïåðàòîð
óìíîæåíèÿ íà ôóíêöèþ −∂u

∂t (x, t0):

L̇(t0)h = −∂u
∂t

(x, t0)h ∀h ∈ C(∞)
0 (R).

Îïåðàòîð L(t) èìååò â L2(R) çàìûêàíèå, ñîâïàäàþùåå ñ îïå-
ðàòîðîì L∗∗(t) = (L∗(t))∗. Çäåñü ÷åðåç ∗ îáîçíà÷åíî ñîïðÿæåíèå
â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå L2(R). Îòìåòèì, ÷òî çàìûêàíèå
îïðåäåëåíî íå òîëüêî íà ôóíêöèÿõ èç C(∞)

0 (R), íî è âîîáùå íà
âñåõ ýëåìåíòàõ èç L2(R). Äàëåå ïîä L(t) áóäåì ïîíèìàòü èìåííî
çàìûêàíèå èñõîäíîãî îïåðàòîðà Øðåäèíãåðà.
Ëèíåéíûé îïåðàòîð U(t) : L2(R) 7→ L2(R) íàçûâàåòñÿ óíè-

òàðíûì, åñëè U(t) îòîáðàæàåò ïðîñòðàíñòâî L2(R) íà ñåáÿ,
ñîõðàíÿÿ ïðè ýòîì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå:

(ψ, ψ) = (U(t)ψ,U(t)ψ).

Îïåðàòîð, îáðàòíûé óíèòàðíîìó U(t), ñîâïàäàåò ñ U ∗(t) � ñî-
ïðÿæåííûì ê U(t):

U−1(t) = U ∗(t) ⇔ U ∗(t)U(t) = U(t)U ∗(t) = I.
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Îïðåäåëåíèå. Îïåðàòîðû L(0) è L(t) íàçûâàþòñÿ óíèòàð-
íî ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò óíèòàðíûé îïåðàòîð
U(t) : L2 7→ L2 òàêîé, ÷òî

L(0) = U(t)∗L(t)U(t). (UE)

Îïåðàòîð L(0) óíèòàðíî ýêâèâàëåíòåí ñàìîìó ñåáå: â êà÷å-
ñòâå U(0) ìîæíî âçÿòü òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð: U(0) = I .
Îïåðàòîðû L(t1) è L(t2), äåéñòâóþùèå èç L2(R) â L2(R), èìå-

þò îäèíàêîâûå íàáîðû ñîáñòâåííûõ ÷èñåë òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà îíè óíèòàðíî ýêâèâàëåíòíû.
Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ìàòðèöû êîíå÷íûõ ðàçìåðîâ, èìåþ-

ùèå îäèíàêîâûé íàáîð ïðîñòûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë, óíèòàðíî
ýêâèâàëåíòíû äðóã äðóãó.

50. Êîììóòàòîðîì äâóõ îïåðàòîðîâ L è A íàçûâàåòñÿ ðàç-
íîñòü LA− AL ≡ [L,A].

Îïðåäåëåíèå. Îïåðàòîð Øðåäèíãåðà L = L(t) îáðàçóåò ñ îïå-
ðàòîðîì A ïàðó Ëàêñà, åñëè êîììóòàòîð [L,A] ÿâëÿåòñÿ â
L2(R) îïåðàòîðîì óìíîæåíèÿ íà ñêàëÿðíóþ ôóíêöèþ, ò.å.

[L,A]h = v(x, t)h ∀h ∈ L2(R),

è ïðè ýòîì âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

Lt + [L,A] = 0. (EqL)

Òåîðåìà (î ïîñòîÿíñòâå ñîáñòâåííûõ ÷èñåë). Ñîáñòâåííûå ÷èñ-
ëà îïåðàòîðà Øðåäèíãåðà L(t) = d2

dx2 − u(x, t) ïîñòîÿííû âî âðå-
ìåíè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò êîñîñèììåò-
ðè÷íûé îïåðàòîð A : L2 7→ L2, íåïðåðûâíî çàâèñÿùèé îò ïà-
ðàìåòðà t è îáðàçóþùèé ñ L(t) ïàðó Ëàêñà.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà λm = λm(t) îïå-
ðàòîðà L(t) ïîñòîÿííû ïî âðåìåíè. Òîãäà îïåðàòîðû L(0) è L(t)

óíèòàðíî ýêâèâàëåíòíû, ò.å. ñóùåñòâóåò óíèòàðíûé îïåðàòîð
U(t) : L2 7→ L2 òàêîé, ÷òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

L(0) = U(t)∗L(t)U(t).

Ïðîèçâîäíàÿ Ut(t0) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåéíûé îïåðàòîð, îá-
ëàäàþùèé òåì ñâîéñòâîì, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè h èç L2 èìå-
åò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

lim
t→t0

∥∥∥Ut(t0)h− U(t)h− U(t0)h

t− t0

∥∥∥
L2

= 0.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâåäåíèå A = UtU
∗ è óáåäèìñÿ, ÷òî ýòîò

îïåðàòîð îáðàçóåò ñ L(t) ïàðó Ëàêñà. Èìååì A∗ = UU ∗t è äà-
ëåå

A + A∗ = UtU
∗ + U(U ∗)t =

d

dt
(UU ∗) =

d

dt
(I) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, A = −A∗, ò.å. îïåðàòîð A êîñîñèììåòðè÷åí.
Äàëåå, óìíîæèâ ðàâåíñòâî A = UtU

∗ ñïðàâà íà U , ïîëó÷èì

AU = UtU
∗U = Ut ⇔ Ut = AU. (1)

Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâî òàêæå ðàâåíñòâî

U ∗t = U ∗A∗ = −U ∗A ⇔ (U ∗)t = −U ∗A. (1')

Ïîëüçóÿñü ðàâåíñòâàìè (1)�(1'), ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïî t ðà-
âåíñòâî L(0) = U ∗(t)L(t)U(t). Ñïðàâà ïîëó÷èì

d

dt

[
U ∗(t)L(t)U(t)

]
= U ∗t LU + U ∗LtU + U ∗LUt =

−U ∗ALU + U ∗LtU + U ∗LAU = U ∗
(
Lt + LA− AL

)
U.
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Ïðîèçâîäíàÿ ïî t îïåðàòîðà L(0) ðàâíà íóëþ è, ñëåäîâàòåëüíî,
èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

U ∗
(
Lt + [L,A]

)
U = 0.

Äîìíîæàÿ ýòî ðàâåíñòâî ñëåâà íà U è ñïðàâà íà U ∗, ïîëó÷àåì
â èòîãå Lt + [L,A] = 0. Âñïîìèíàÿ, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ Lt(t0) äëÿ
îïåðàòîðà Øðåäèíãåðà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îïåðàòîð óìíîæå-
íèÿ íà ôóíêöèþ −∂u

∂t (x, t0), âèäèì, ÷òî

[L,A] = −Lt(t) =
∂u

∂t
(x, t).

Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîðû L è A îáðàçóþò ïàðó Ëàêñà.
Äîêàæåì òåïåðü äîñòàòî÷íîñòü óñëîâèé òåîðåìû äëÿ ïîñòî-

ÿíñòâà ñîáñòâåííûõ ÷èñåë îïåðàòîðà L(t).
Ïóñòü A : L2 7→ L2 � êîñîñèììåòðè÷íûé îïåðàòîð, îáðàçó-

þùèé ñ îïåðàòîðîì Øðåäèíãåðà L(t) ïàðó Ëàêñà, ïðè÷åì ïî
ïåðåìåííîé t îïåðàòîð A = A(t) íåïðåðûâåí. Ïîêàæåì, ÷òî â
ýòîì ñëó÷àå îïåðàòîðû L(0) è L(t) óíèòàðíî ýêâèâàëåíòíû, ò.å.
ïîñòðîèì óíèòàðíûé îïåðàòîð U(t) : L2 7→ L2 ñî ñâîéñòâîì

L(0) = U(t)∗L(t)U(t).

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ îïåðàòîðíóþ çàäà÷ó Êîøè

Ut = AU, U(0) = I. (2)

Ðåøàþùèé åå îïåðàòîð U = U(t) ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåí è îïðå-
äåëåí ïðè âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ t.
Â ñëó÷àå, åñëè A � ïîñòîÿííàÿ ìàòðèöà, ðåøåíèå ïîñòàâëåí-

íîé îïåðàòîðíîé çàäà÷è íàçûâàåòñÿ ìàòðè÷íîé ýêñïîíåíòîé
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è îáîçíà÷àåòñÿ êàê etA. Åñëè æå A = A(t), òî ðåøåíèå çàäà-
÷è Ut = AU , U(0) = I , íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðè-
öåé ðåøåíèé.
Èç êîñîñèììåòðè÷íîñòè A ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèå U(t) çàäà-

÷è (2) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óíèòàðíûé îïåðàòîð (äîêàæèòå ýòî
â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ).
Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîèçâåäåíèå L(t) = U ∗(t)L(t)U(t) è íàé-

äåì åãî ïðîèçâîäíóþ ïî t. Èìååì

dL

dt
(t) = U ∗t (t)L(t)U(t) + U ∗(t)Lt(t)U(t) + U ∗(t)L(t)Ut(t).

Ïî óñëîâèþ Ut = AU è, ñëåäîâàòåëüíî, U ∗t = U ∗A∗ = −U ∗A.
Ó÷èòûâàÿ ýòî, ïîëó÷àåì äàëåå

dL

dt
= −U ∗ALU + U ∗LtU + U ∗LAU =

= U ∗
{
Lt + LA− AL

}
U = U ∗

{
Lt + [L,A]

}
U.

Ïî óñëîâèþ îïåðàòîðû L(t) è A îáðàçóþò ïàðó Ëàêñà, ò.å.
Lt + [L,A] = 0, è ïîýòîìó dL

dt (t) = 0. Èíûìè ñëîâàìè, ïðè ëþ-
áîì t > 0 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

L(t) = L(0) = U ∗(0)L(0)U(0) = L(0),

îçíà÷àþùåå óíèòàðíóþ ýêâèâàëåíòíîñòü L(t) è L(0).
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Ëåêöèÿ 12.

ÒÅÌÀ: Ìåòîä îáðàòíîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ ÊäÔ: îáîñíîâàíèå. 10. Ïðèìåðû îïåðà-
òîðîâ, îáðàçóþùèõ ïàðû Ëàêñà. Ñëåäñòâèÿ î ñîáñòâåííûõ ÷èñëàõ. 20. Óðàâíåíèå äëÿ
ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îïåðàòîðà ñ ïîñòîÿííûìè âî âðåìåíè ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè.

10. Ðàññìîòðèì äâà ïðèìåðà êîñîñèììåòðè÷íûõ îïåðàòîðîâ,
îáðàçóþùèõ ïàðó Ëàêñà ñ îïåðàòîðîì Øðåäèíãåðà

L(t) =
d2

dx2
− u(x, t)

â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ïîòåíöèàë u(x, t) áûñòðîóáûâàþùàÿ ôóíê-
öèÿ.

Ïðèìåð. Ïóñòü α � ïîñòîÿííàÿ è A = α d
dx. Òîãäà îïåðàòîð A

êîñîñèììåòðè÷åí è ïðè ïîòåíöèàëå u(x, t), óäîâëåòâîðÿþùåì
óðàâíåíèþ ∂u

∂t − α
∂u
∂x = 0, îáðàçóåò ñ L(t) ïàðó Ëàêñà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì, ÷òî îïåðàòîð A êîñîñèììåòðè÷åí.
Ïóñòü f (x) è g(x) ïðèíàäëåæàò C(∞)

0 (R). Òîãäà â ñèëó ôîðìóëû
èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì èìååì ðàâåíñòâà

(Af, g) = α

+∞∫
−∞

f ′(x)g(x) dx = −α
+∞∫
−∞

f (x)g′(x) dx.

Ïåðåïèñûâàÿ èõ â âèäå (Af, g) = −(f, Ag), ïîëó÷àåì A∗ = −A.
Íàéäåì êîììóòàòîð [L,A]. Èìååì

LAh =
[ d2

dx2
− u(x, t)

]
(α
dh

dx
) = α

d3h

dx3
− αu(x, t)

dh

dx
,

ALh = α
d

dx

(d2h

dx2
− uh

)
= α

d3h

dx3
− α∂u

∂x
h− αu(x, t)

dh

dx
.
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Ñëåäîâàòåëüíî, (LA− AL)h = α∂u∂xh. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðîèçâîä-
íàÿ îïåðàòîðà L â òî÷êå t ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îïåðàòîð óìíî-
æåíèÿ íà ñêàëÿðíóþ ôóíêöèþ −∂u

∂t (x, t), ïîëó÷àåì äàëåå

(Lt + [L,A])h = −
(∂u
∂t
− α∂u

∂x

)
h.

Âûðàæåíèå ñïðàâà ðàâíî íóëþ â ñèëó èñõîäíîãî óñëîâèÿ íà ïî-
òåíöèàë u(x, t). Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîðû L èA äåéñòâèòåëüíî
îáðàçóþò ïàðó Ëàêñà.

Êàê ñëåäñòâèå òåîðåìû î ïîñòîÿíñòâå ñîáñòâåííûõ ÷èñåë è
óòâåðæäåíèÿ, ñôîðìóëèðîâàííîãî â òîëüêî ÷òî ðàññìîòðåííîì
ïðèìåðå, çàêëþ÷àåì, ÷òî
åñëè áûñòðîóáûâàþùèé ïîòåíöèàë u(x, t) ðåøàåò óðàâíå-

íèå ∂u
∂t − α

∂u
∂x = 0, òî ñîáñòâåííûå ÷èñëà îïåðàòîðà L(t) ïîñòî-

ÿííû ïî âðåìåíè.

Ïðèìåð. Ïóñòü ïîòåíöèàë u(x, t) � áûñòðîóáûâàþùèé, à îïå-
ðàòîð A çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì

A = −4
d3

dx3
+ 6u

d

dx
+ 3

∂u

∂x
I. (3)

Òîãäà A êîñîñèììåòðè÷åí è ïðè ïîòåíöèàëå u(x, t), óäîâëå-
òâîðÿþùåì óðàâíåíèþ (ÊäÔ)

∂u

∂t
− 6u

∂u

∂x
+
∂3u

∂x3
= 0,

îáðàçóåò ñ L(t) ïàðó Ëàêñà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì, ÷òî çàäàâàåìûé ðàâåíñòâîì (3) îïå-
ðàòîð A êîñîñèììåòðè÷åí. Äëÿ ëþáûõ f (x) è g(x) èç C(∞)

0 (R)
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èìååì ðàâåíñòâà

(Af, g) = −4

+∞∫
−∞

d3f

dx3
(x)g(x) dx+

6

+∞∫
−∞

u
df

dx
(x)g(x) dx + 3

+∞∫
−∞

∂u

∂x
(x, t)f (x)g(x) dx.

Ïðèìåíÿÿ ê ïåðâîìó è âòîðîìó èíòåãðàëàì â ïðàâîé ÷àñòè ôîð-
ìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì, èìååì äàëåå

(Af, g) = 4

+∞∫
−∞

f (x)
d3g

dx3
(x) dx−

6

+∞∫
−∞

f (x)
d

dx
(ug) dx + 3

+∞∫
−∞

∂u

∂x
(x, t)f (x)g(x) dx.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

(Af, g) =

+∞∫
−∞

f (x)
(

4
d3g

dx3
− 6u

dg

dx
− 3

∂u

∂x
g
)
dx,

èëè, ïåðåïèñûâàÿ ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî â ýêâèâàëåíòíîì âèäå:
(Af, g) = −(f, Ag). Çàêëþ÷àåì îêîí÷àòåëüíî, ÷òî A∗ = −A.
Íàéäåì êîììóòàòîð [L,A]. Èìååì

LAh =
( d2

dx2
− u
)(
−4

d3h

dx3
+ 6u

dh

dx
+ 3

∂u

∂x
h
)
,

ALh =
(
−4

d3

dx3
+ 6u

d

dx
+ 3

∂u

∂x

)(d2h

dx2
− uh

)
.
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Âû÷èòàÿ èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà âòîðîå è ïðîâîäÿ íåîáõîäèìûå
âûêëàäêè, ïîëó÷àåì

(LA− AL)h =
(

6u
∂u

∂x
− ∂3u

∂x3

)
h.

Âñïîìèíàÿ, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ îïåðàòîðà L â òî÷êå t ïðåäñòàâëÿ-
åò ñîáîé îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà ñêàëÿðíóþ ôóíêöèþ−∂u

∂t (x, t),
èìååì äàëåå

(Lt + [L,A])h = −
(∂u
∂t
− 6u

∂u

∂x
+
∂3u

∂x3

)
h.

Âûðàæåíèå ñïðàâà ðàâíî íóëþ â ñèëó èñõîäíîãî óñëîâèÿ íà
ïîòåíöèàë u(x, t) ÿâëÿþùèéñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (ÊäÔ). Òà-
êèì îáðàçîì, îïåðàòîðû L è A äåéñòâèòåëüíî îáðàçóþò ïàðó
Ëàêñà.

Êàê ñëåäñòâèå óòâåðæäåíèÿ, ñôîðìóëèðîâàííîãî â ïîñëåä-
íåì ïðèìåðå, è òåîðåìû î ïîñòîÿíñòâå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé,
ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ âàæíóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà. Åñëè áûñòðîóáûâàþùèé ïîòåíöèàë u(x, t) ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (ÊäÔ), òî ñîáñòâåííûå ÷èñëà
îïåðàòîðà Øðåäèíãåðà d2

dx2 − u(x, t) ïîñòîÿííû ïî âðåìåíè.

Â ïðèíÿòûõ íàìè îáîçíà÷åíèÿõ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

κm(t) = κm(0), m = 1, 2, . . . , N.

20. Âûâåäåì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ ñîáñòâåííûõ
ôóíêöèé îïåðàòîðà Øðåäèíãåðà ñ ïîñòîÿííûìè âî âðåìåíè
ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè.
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Ëåììà. Ïóñòü îïåðàòîð Øðåäèíãåðà L(t) è êîñîñèììåòðè÷-
íûé îïåðàòîð A = A(t), íåïðåðûâíî çàâèñÿùèé îò ïàðàìåò-
ðà t, îáðàçóþò ïàðó Ëàêñà. Òîãäà ëþáàÿ ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ
ψ = ψ(x, t) îïåðàòîðà L(t) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

ψt = Aψ. (4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ ôóíêöèÿ ψ(x, t) ïðè ëþáîì t > 0

ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó L2(R) è ïðè ýòîì

−L(t)ψ(x, t) = λm(t)ψ(x, t). (5)

Çäåñü λm(t) = −κ2
m(t) � ñîáñòâåííîå ÷èñëî, ñîîòâåòñòâóþùåå

ôóíêöèè ψ(x, t).
Ïî ïåðåìåííîé t ôóíêöèÿ ψ(x, t) îáëàäàåò òîé æå ãëàäêî-

ñòüþ, ÷òî è ïîòåíöèàë u(x, t), ò.å. îäèí ðàç íåïðåðûâíî äèôôå-
ðåíöèðóåìà íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè.
Ïî òåîðåìå î ïîñòîÿíñòâå ñîáñòâåííûõ ÷èñåë, L(t) è L(0)

óíèòàðíî ýêâèâàëåíòíû, ò.å. ñóùåñòâóåò óíèòàðíûé îïåðàòîð
U(t) : L2 7→ L2, ñ êîòîðûì èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

L(0) = U ∗(t)L(t)U(t), U(0) = I.

Â êà÷åñòâå òàêîâîãî, êàê áûëî óñòàíîâëåíî ïðè äîêàçàòåëüñòâå
óæå óïîìÿíóòîé òåîðåìû, ãîäèòñÿ ðåøåíèå ñëåäóþùåé îïåðà-
òîðíîé çàäà÷è Êîøè

Ut = AU, U(0) = I.

Ïðè ýòîì A = UtU
∗. Ïîëüçóÿñü ðàâåíñòâàìè

L(0) = U ∗(t)L(t)U(t), λm(t) = λm(0) ≡ λm,

çàïèøåì ñîîòíîøåíèå (5) ïðè t = 0:

U ∗(t)L(t)U(t)ψ(x, 0) + λmψ(x, 0) = 0.



176 Â.Ë.Âàñêåâè÷. Ýëåìåíòû òåîðèè âîëí. ÊÐÈ Õàðáèí.

Óìíîæèì ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñëåâà íà U(t), âîñïîëüçîâàâøèñü
ïðè ýòîì óíèòàðíîñòüþ U(t). Òîãäà ïîëó÷èì

L(t)U(t)ψ(x, 0) + λmU(t)ψ(x, 0) = 0.

Ýòî ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ ϕ(x, t) = U(t)ψ(x, 0), ïðè-
íàäëåæàùàÿ â ñèëó óíèòàðíîñòè U(t) ïðîñòðàíñòâó L2(R), ÿâ-
ëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé îïåðàòîðà L(t). Ïðèìåíÿÿ ê ïàðå
ðåøåíèé ϕ(x, t) è ψ(x, t) îäíîãî è òîãî æå ëèíåéíîãî äèôôåðåí-
öèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà

d2v

dx2
+ (λm − u(x, t))v = 0

èçâåñòíóþ ôîðìóëó Îñòðîãðàäñêîãî � Ëèóâèëëÿ, ïîëó÷èì

ϕ(x, t)ψx(x, t)− ψ(x, t)ϕx(x, t) = C(t), (6)

ãäå C(t) íå çàâèñèò îò x.
Ðåøåíèå ψ(x, t) èç L2(R) ïðè x→ +∞ ïîä÷èíåíî ñëåäóþùèì

àñèìïòîòè÷åñêèì ñîîòíîøåíèÿì

ψ(x, t) ∼ cm(t)e−κmx, ψx(x, t) ∼ −κmcm(t)e−κmx.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâû ïðåäåëüíûå ðàâåíñòâà

lim
x→+∞

ψ(x, t) = lim
x→+∞

ψx(x, t) = 0.

Àíàëîãè÷íûå ïðåäåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ ñïðàâåäëèâû è äëÿ ðå-
øåíèÿ ϕ(x, t) èç L2(R):

lim
x→+∞

ϕ(x, t) = lim
x→+∞

ϕx(x, t) = 0.

Ïåðåõîäÿ òåïåðü â ðàâåíñòâå (6) ê ïðåäåëó ïðè x→ +∞, íà-
õîäèì: C(t) = 0. Èíûìè ñëîâàìè, ïðè ëþáîì t > 0 îïðåäåëè-
òåëü Âðîíñêîãî ôóíêöèé ϕ(x, t) è ψ(x, t) ðàâåí íóëþ, ò.å. ýòè
äâå ôóíêöèè ëèíåéíî çàâèñèìû.
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Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîãî t > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå íå çàâè-
ñÿùåå îò x ÷èñëî α = α(t), ÷òî ψ(x, t) = α(t)U(t)ψ(x, 0).
Ïî ïåðåìåííîé t âåëè÷èíà α(t) äîëæíà áûòü íåïðåðûâíîé â

ñèëó íåïðåðûâíîñòè ψ(x, t) è ϕ(x, t). Íàéäåì α(t) èç óñëîâèÿ
íîðìèðîâêè ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé:

1 =

+∞∫
−∞

|ψ(x, t)|2 dx = α2(t)

+∞∫
−∞

|U(t)ψ(x, 0)|2 dx.

Ïîñëåäíèé èíòåãðàë â ñèëó óíèòàðíîñòè îïåðàòîðà U(t) áóäåò
ðàâåí åäèíèöå:

+∞∫
−∞

|U(t)ψ(x, 0)|2 dx =

+∞∫
−∞

|ψ(x, 0)|2 dx = 1.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îòûñêàíèÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèè α(t) èìå-
åì óðàâíåíèå α2(t) = 1. Îòñþäà çàêëþ÷àåì, ÷òî íà âñåé ïîëóîñè
t > 0 ôóíêöèÿ α(t) òîæäåñòâåííî ïîñòîÿííà è ðàâíà ëèáî +1,
ëèáî −1. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè t > 0 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

ψ(x, t) = ±U(t)ψ(x, 0).

Äèôôåðåíöèðóÿ åãî ïî t è ïîëüçóÿñü ñîîòíîøåíèåì Ut = AU ,
ñïðàâåäëèâûì â ñèëó îïðåäåëåíèÿ A, ïîëó÷àåì

ψt(x, t) = ±Ut(t)ψ(x, 0) =±AU(t)ψ(x, 0) = Aψ(x, t).

Òàêèì îáðàçîì, ðàâåíñòâî (4) äåéñòâèòåëüíî èìååò ìåñòî.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü áûñòðîóáûâàþùèé ïîòåíöèàë u(x, t) ðå-
øàåò óðàâíåíèå (ÊäÔ), à ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ψ(x, t) îïå-
ðàòîðà L(t) = = d2

dx2 − u(x, t) ñîîòâåòñòâóåò ñîáñòâåííîìó
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÷èñëó λm(t) = λm(0) = −κ2
m. Òîãäà íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ cm(t),

îïðåäåëÿåìàÿ ïðåäåëüíûì ñîîòíîøåíèåì

cm(t) = lim
x→+∞

ψ(x, t)eκmx,

èçìåíÿåòñÿ âî âðåìåíè ïî ôîðìóëå cm(t) = cm(0)e4κ3
mt.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì êîñîñèììåòðè÷íûé îïåðàòîð

A = −4
d3

dx3
+ 6u

d

dx
+ 3

∂u

∂x
,

ãäå u = u(x, t) � áûñòðîóáûâàþùèé ïîòåíöèàë, óäîâëåòâîðÿþ-
ùèé óðàâíåíèþ (ÊäÔ). Êàê áûëî óñòàíîâëåíî âûøå, îïåðàòîðû
L(t) è A îáðàçóþò ïàðó Ëàêñà.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé îá óðàâíåíèè äëÿ ñîáñòâåííûõ ôóíê-

öèé èìååì ψt = Aψ, èëè

ψt(x, t) = −4ψxxx(x, t)+6u(x, t)ψx(x, t) + 3ux(x, t)ψ(x, t). (7)

Ïî óñëîâèþ èìååì óðàâíåíèå ψxx + (λm − u(x, t))ψ = 0. Äèô-
ôåðåíöèðóÿ åãî ïî x, èìååì

ψxxx = −λmψx + uxψ + uψx.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ðàâåíñòâî â (7), ïîëó÷àåì

ψt = 4λmψx + 2u(x, t)ψx − ux(x, t)ψ. (8)

Äîìíîæàÿ îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà íà eκmx è ó÷èòûâàÿ, ÷òî
λm = −κ2

m îò t íå çàâèñèò, ïîëó÷àåì(
eκmxψ

)
t

= −4κ2
me

κmxψx+2u(x, t)eκmxψx − ux(x, t)eκmxψ.
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Ïåðåéäåì çäåñü ê ïðåäåëó ïðè x→ +∞, âîñïîëüçîâàâøèñü ïðè
ýòîì áûñòðûì óáûâàíèåì ôóíêöèé u(x, t) è ux(x, t), à òàêæå
èçâåñòíûìè àñèìïòîòè÷åñêèìè ñîîòíîøåíèÿìè

eκmxψ(x, t) ∼ cm(t), eκmxψx(x, t) ∼ −κmcm(t).

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ċm(t) = 4κ3
mcm(t), èìåÿ òåì ñàìûì èñêî-

ìóþ ôîðìóëó äëÿ èçìåíåíèÿ cm(t) âî âðåìåíè.
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Ëåêöèÿ 13.

ÒÅÌÀ: Ìåòîä îáðàòíîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ ÊäÔ: îáîñíîâàíèå. 30. Çàâèñèìîñòü îò
âðåìåíè äàííûõ ðàññåÿíèÿ â ñëó÷àå áûñòðîóáûâàþùåãî ïîòåíöèàëà. 40. Ôóíêöèè Éîñòà.
50. Ìàòðèöà ðàññåÿíèÿ, ñâÿçü åå ýëåìåíòîâ ñ êîýôôèöèåíòàìè îòðàæåíèÿ è ïðîõîæäå-
íèÿ. 60. Ñâÿçü ìåæäó ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè îïåðàòîðà è ìàòðèöåé ðàññåÿíèÿ.

30. Óñòàíîâèì ÿâíóþ çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè êîýôôèöèåí-
òîâ ïðîõîæäåíèÿ è îòðàæåíèÿ èç äàííûõ ðàññåÿíèÿ.

Òåîðåìà. Åñëè áûñòðîóáûâàþùèé ïîòåíöèàë u(x, t) ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (ÊäÔ), òî çàâèñèìîñòü îò âðå-
ìåíè êîýôôèöèåíòîâ ïðîõîæäåíèÿ è îòðàæåíèÿ äëÿ îïåðàòî-
ðà Øðåäèíãåðà d2

dx2 − u(x, t) çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

b(k, t) = b(k, 0)ei8k
3t, a(k, t) = a(k, 0). (1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ψ(x, t) � ïðîèçâîëüíîå îãðàíè÷åííîå
íà âñåé îñè x ðåøåíèå óðàâíåíèÿ( d2

dx2
− u(x, t)

)
ψ(x, t) = −k2ψ(x, t).

Â ñèëó áûñòðîãî óáûâàíèÿ ïîòåíöèàëà u(x, t) ôóíêöèÿ ψ(x, t)

îáÿçàíà èìåòü íà áåñêîíå÷íîñòè ñëåäóþùóþ àñèìïòîòèêó

ψ(x, t) ∼ A(k, t)e−ikx + B(k, t)eikx ïðè x→ +∞.

Ðàññìîòðèì êîñîñèììåòðè÷íûé îïåðàòîð

A = −4
d3

dx3
+ 6u

d

dx
+ 3

∂u

∂x
,

ãäå u = u(x, t) � èñõîäíûé áûñòðîóáûâàþùèé ïîòåíöèàë, óäî-
âëåòâîðÿþùèé óðàâíåíèþ (ÊäÔ). Êàê áûëî óñòàíîâëåíî âûøå,
îïåðàòîðû L(t) è A îáðàçóþò ïàðó Ëàêñà.
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Â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé îá óðàâíåíèè äëÿ ñîáñòâåííûõ ôóíê-
öèé èìååì ψt = Aψ, èëè

ψt(x, t) = −4ψxxx(x, t)+6u(x, t)ψx(x, t) + 3ux(x, t)ψ(x, t).

Ïî óñëîâèþ èìååì óðàâíåíèå ψxx + (k2 − u(x, t))ψ = 0. Äèôôå-
ðåíöèðóÿ åãî ïî x, ïîëó÷àåì

ψxxx = −k2ψx + uxψ + uψx.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ðàâåíñòâî â ïðåäûäóùåå, ïîëó÷àåì

ψt = 4k2ψx + 2u(x, t)ψx − ux(x, t)ψ.

Òàêèì îáðàçîì, èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå

ψt = 4k2ψx + 2u(x, t)ψx − ux(x, t)ψ. (2)

Ïîëüçóÿñü îãðàíè÷åííîñòüþ ψ(x, t) è ψx(x, t) â îêðåñòíîñòè áåñ-
êîíå÷íîñòè, à òàêæå áûñòðûì óáûâàíèåì ôóíêöèé u(x, t) è
ux(x, t), ïîëó÷àåì èç (2):

lim
x→+∞

(
ψt(x, t)− 4k2ψx(x, t)

)
= 0. (3)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðè x→ +∞ ñïðàâåäëèâû àñèìïòîòèêè

ψt(x, t) ∼ Ȧ(k, t)e−ikx + Ḃ(k, t)eikx,

ψx(x, t) ∼ −ikA(k, t)e−ikx + ikB(k, t)eikx,

ïîëó÷àåì èç (3) ðàâåíñòâî:

lim
x→+∞

(
[Ȧ(k, t) + i4k3A(k, t)]e−ikx+[Ḃ(k, t)− i4k3B(k, t)]eikx

)
= 0.

Ýòî âîçìîæíî ëèøü â òîì ñëó÷àå, åñëè

Ȧ(k, t) + i4k3A(k, t) = 0, Ḃ(k, t)− i4k3B(k, t) = 0.
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Òåì ñàìûì êîýôôèöèåíòû A(k, t) è B(k, t) â àñèìïòîòè÷åñêîì
ðàçëîæåíèè ðåøåíèÿ ψ(x, t) èçìåíÿþòñÿ âî âðåìåíè ñîãëàñíî
ôîðìóëàì

A(k, t) = A(k, 0)e−i4k
3t, B(k, t) = B(k, 0)ei4k

3t.

Äàëåå, ïðè x→ +∞ ñïðàâåäëèâî àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâåíñòâî

1

A(k, t)
ψ(x, t) ∼ e−ikx +

B(k, t)

A(k, t)
eikx.

Ñëåäîâàòåëüíî è â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèå êîýôôèöèåíòà
b(k, t), ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

b(k, t) =
B(k, t)

A(k, t)
=
B(k, 0)

A(k, 0)
ei8k

3t = b(k, 0)ei8k
3t.

Ñîîòíîøåíèå a(k, t) = a(k, 0) äîêàæèòå ñàìîñòîÿòåëüíî.

40. Èññëåäóåì ïîäðîáíåå ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ( d2

dx2
− u(x, t)

)
ψ(x, t) = −k2ψ(x, t) (4)

ïðè ôèêñèðîâàííîì t è âåùåñòâåííîì íåíóëåâîì k.
Åñëè ïîòåíöèàë u(x, t) � ôèíèòíàÿ ïî x ôóíêöèÿ, òî ëþáîå

ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4) ïðè x > R è x < −R, ãäå R � äîñòà-
òî÷íî áîëüøîå êîíå÷íîå ÷èñëî, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåéíóþ
êîìáèíàöèþ ýêñïîíåíò eikx è e−ikx.
Åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî äëÿ áûñòðîóáûâàþùåãî ïî-

òåíöèàëà u(x, t) ñóùåñòâóåò ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé
óðàâíåíèÿ (4), ñîñòîÿùàÿ èç äâóõ ôóíêöèé, âåäóùèõ ñåáÿ ïðè
x→ ±∞ êàê e−ikx è eikx ñîîòâåòñòâåííî. Òî÷íåå, èìååò ìåñòî
ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
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Òåîðåìà. Óðàâíåíèå (4) èìååò äâà ðåøåíèÿ y1(x, k) è y2(x, k),
àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæèìûå â ïîëóïëîñêîñòü Im k > 0 è èìå-
þùèå ñëåäóþùèå àñèìïòîòèêè

y1(x, k) = eikx
(

1 +
o(1)

1 + |k|

)
ïðè x→ +∞, (5)

y2(x, k) = e−ikx
(

1 +
o(1)

1 + |k|

)
ïðè x→ −∞. (5')

Âåëè÷èíû o(1) â ðàâåíñòâàõ (5)�(5') ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ôóíê-
öèè îò x, ñòðåìÿùèåñÿ ê íóëþ ïðè x→ +∞ ëèáî ïðè x→ −∞.

Ðåøåíèÿ y1(x, k) è y2(x, k), ñóùåñòâîâàíèå êîòîðûõ ãàðàíòè-
ðóåòñÿ ïðåäûäóùåé òåîðåìîé, íàçûâàþòñÿ ôóíêöèÿìè Éîñòà.
Äëÿ çàäàííîãî áûñòðîóáûâàþùåãî ïîòåíöèàëà u(x, t) ïðÿ-

ìóþ çàäà÷ó ðàññåÿíèÿ îñîáåííî óäîáíî ðåøàòü, ïîëüçóÿñü ðàç-
ëîæåíèÿìè ïî ôóíêöèÿì Éîñòà. Èññëåäóåì ýòè ôóíêöèè ïî-
äðîáíåå.

Òåîðåìà (òðåóãîëüíîå ïðåäñòàâëåíèå). Ôóíêöèè Éîñòà y1(x, k)

è y2(x, k) ïðåäñòàâèìû â âèäå

y1(x, k) = e+ikx +

+∞∫
x

K1(x, s)e+iks ds, (6)

y2(x, k) = e−ikx +

x∫
−∞

K2(x, s)e−iks ds. (6')

Çäåñü K1(x, s) è K2(x, s) � íåïðåðûâíûå ôóíêöèè, óäîâëåòâî-
ðÿþùèå óñëîâèÿì

+∞∫
x

|K1(x, s)|2 ds < +∞,
x∫

−∞

|K2(x, s)|2 ds < +∞.
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Êðîìå òîãî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ïðåäåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ

lim
x→+∞

+∞∫
x

|K1(x, s)|2 ds = lim
x→−∞

x∫
−∞

|K2(x, s)|2 ds = 0. (7)

Ôîðìóëû (6)�(6') íàçûâàþò òðåóãîëüíûì ïðåäñòàâëåíèåì
ôóíêöèé Éîñòà. ßäðîK1(x, s) â (6) óäîáíî äîîïðåäåëèòü íóëåì
ïðè s < x, à ÿäðîK2(x, s) â (6') � íóëåì ïðè s > x. Ïîä÷åðêíåì
åùå, ÷òî ÿäðà Kj(x, s) íèêàê íå çàâèñÿò îò ïåðåìåííîé k.
Èç (7) ñëåäóþò, â ÷àñòíîñòè, ïðåäåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ

lim
z→+∞

K1(x, x + z) = lim
z→+∞

K2(x, x− z) = 0.

Òðåóãîëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèé Éîñòà âûâîäÿòñÿ ñ ïî-
ìîùüþ ôóíêöèè Ãðèíà êðàåâîé çàäà÷è íà âñåé ÷èñëîâîé îñè
äëÿ óðàâíåíèÿ (4).

50. Ïóñòü k � íåíóëåâîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî, à y1(x, k) è
y2(x, k) � ôóíêöèè Éîñòà óðàâíåíèÿ( d2

dx2
− u(x, t)

)
ψ(x, t) = −k2ψ(x, t).

Â êà÷åñòâå ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû ðåøåíèé ýòîãî óðàâíå-
íèÿ ãîäÿòñÿ ñëåäóþùèå äâå ïàðû ôóíêöèé

{y1(x,−k), y1(x, k)} è {y2(x,−k), y2(x, k)}.
Âçÿâ ðåøåíèå y2(x, k) óðàâíåíèÿ, ðàçëîæèì åãî ïî ñèñòåìå

{y1(x,−k), y1(x, k)}:
y2(x, k) = α(k)y1(x,−k) + β(k)y1(x, k). (8)

Ïîëüçóÿñü ñîîòíîøåíèÿìè y1(x,−k) = y1(x, k), y2(x,−k) = y2(x, k),
ïîëó÷àåì èç (8):

y2(x,−k) = β(k)y1(x,−k) + α(k)y1(x, k). (8')
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Èç êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèé (8)�(8') ñîñòàâèì ìàòðèöó ðàñ-
ñåÿíèÿ

C = C(k) =

(
α(k) β(k)

β(k) α(k)

)
.

Ëåììà. Ýëåìåíòû ìàòðèöû ðàññåÿíèÿ ñâÿçàíû ñ äàííûìè
ðàññåÿíèÿ ñëåäóþùèìè ðàâåíñòâàìè:

b(k, t) =
β(k)

α(k)
, a(k, t) =

1

α(k)
. (9)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ðåøåíèå ψ(x, t) óðàâíåíèÿ (4),
èìåþùåå ñëåäóþùèå àñèìïòîòèêè

ψ(x, t) ∼ e−ikx + b(k, t)eikx ïðè x→ +∞, (10)

ψ(x, t) ∼ a(k, t)e−ikx ïðè x→ −∞. (11)

Èç (10) çàêëþ÷àåì, ÷òî ïî áàçèñó {y1(x,−k), y1(x, k)} ôóíêöèÿ
ψ(x, t) ðàçëàãàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

ψ(x, t) = y1(x,−k) + b(k, t)y1(x, k). (12)

Èç (11) â ñâîþ î÷åðåäü çàêëþ÷àåì, ÷òî ïî ôóíäàìåíòàëüíîé
ñèñòåìå {y2(x, k), y2(x,−k)} ðàçëîæåíèå ψ(x, t) òàêîâî

ψ(x, t) = a(k, t)y2(x, k). (13)

Ïîäñòàâëÿÿ â ðàâåíñòâî (13) ðàçëîæåíèå (8), ïîëó÷àåì

ψ(x, t) = a(k, t)α(k)y1(x,−k) + a(k, t)β(k)y1(x, k).

Ñðàâíèâàÿ ýòî ðàçëîæåíèå ñ ôîðìóëîé (12), ïðèõîäèì ê ðàâåí-
ñòâàì

a(k, t)α(k) = 1, a(k, t)β(k) = b(k, t).

Ýòè ðàâåíñòâà ýêâèâàëåíòíû (9).
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Ëåììà. Êîýôôèöèåíòû α(k) è β(k) ìàòðèöû ðàññåÿíèÿ ñâÿ-
çàíû ìåæäó ñîáîé ñîîòíîøåíèåì

|α(k)|2 − |β(k)|2 = 1. (14)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì âåêòîð-ôóíêöèè

Y1(x, k) =

(
y1(x,−k)

y1(x, k)

)
, Y2(x, k) =

(
y2(x, k)

y2(x,−k)

)
.

Ïî îïðåäåëåíèþ ìàòðèöà ðàññåÿíèÿ ïåðåâîäèò âåêòîð Y1(x, k)

â Y2(x, k):
Y2(x, k) = C(k)Y1(x, k). (15)

Âû÷èñëèì îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû C(k).
Äèôôåðåíöèðóÿ ïî x îáå ÷àñòè (15), íàõîäèì

Y ′2(x, k) = C(k)Y ′1(x, k). (16)

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå äâå êâàäðàòíûå ìàòðèöû

Y+(x, k) = (Y1(x, k), Y ′1(x, k)),

Y−(x, k) = (Y2(x, k), Y ′2(x, k)).

Ñîîòíîøåíèÿ (15)�(16) îáúåäèíèì â îäíî ìàòðè÷íîå ðàâåíñòâî

Y−(x, k) = C(k)Y+(x, k).

Ïðèðàâíèâàÿ îïðåäåëèòåëè ìàòðèö ñëåâà è ñïðàâà, íàõîäèì

detY−(x, k) = detC(k) · detY+(x, k). (17)

Îïðåäåëèòåëü detY+(x, k) � ýòî îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî ôóí-
äàìåíòàëüíîé ñèñòåìû ðåøåíèé {y1(x,−k), y1(x, k)}. Åãî íåñëîæ-
íî ñîñ÷èòàòü, âîñïîëüçîâàâøèñü àñèìïòîòèêàìè

y1(x, k) ∼ eikx, y1(x,−k) ∼ e−ikx ïðè x→ +∞.
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Èìååì îòñþäà: detY+(x, k) = i2k. Àíàëîãè÷íî, detY−(x, k) �
ýòî îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû ðåøå-
íèé {y2(x, k), y2(x,−k)}. Ïîëüçóÿñü àñèìïòîòèêàìè

y2(x, k) ∼ e−ikx, y2(x,−k) ∼ eikx ïðè x→ −∞,

ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî detY−(x, k) = i2k. Ïîäñòàâëÿÿ ïîñëåäíèå
äâà ðàâåíñòâà â (17), ïîëó÷àåì

detC(k) = |α(k)|2 − |β(k)|2 = 1,

ò.å. òðåáóåìîå ñîîòíîøåíèå.

Èç (14) è óñòàíîâëåííîé ðàíåå ñâÿçè ìåæäó êîýôôèöèåíòàìè
ìàòðèöû ðàññåÿíèÿ è äàííûìè ðàññåÿíèÿ ïîëó÷àåì

|α(k)|2 − |β(k)|2 =
1

|a(k, t)|2
(
1− |b(k, t)|2

)
= 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, äàííûå ðàññåÿíèÿ â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè
ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ñîîòíîøåíèåì

|a(k, t)|2 + |b(k, t)|2 = 1. (18)

Ïóñòü k � íåíóëåâîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî, à y1(x, k) è y2(x, k) �
ôóíêöèè Éîñòà óðàâíåíèÿ( d2

dx2
− u(x, t)

)
ψ(x, t) = −k2ψ(x, t).

Ïî êîýôôèöèåíòàì ðàçëîæåíèé (8)�(8') âîññòàíîâèì ìàòðèöó
ðàññåÿíèÿ

C = C(k) =

(
α(k) β(k)

β(k) α(k)

)
.
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Åå êîýôôèöèåíòû α(k) è β(k) ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ñîîòíîøå-
íèåì |α(k)|2 − |β(k)|2 = 1. Ïîëüçóÿñü èì, íàéäåì îáðàòíóþ ê
C(k) ìàòðèöó:

C−1 = C−1(k) =

(
α(k) −β(k)

−β(k) α(k)

)
.

Òåì ñàìûì îáðàòíûå ê (8)�(8') ñîîòíîøåíèÿ çàïèñûâàþòñÿ â
âèäå

y1(x,−k) = α(k)y2(x, k)− β(k)y2(x,−k),

y1(x, k) = −β(k)y2(x, k) + α(k)y2(x, k).

(19)

Îáîçíà÷èì îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî ñèñòåìû {y2(x, k), y1(x, k)}
÷åðåç Wk(y2, y1), ò.å. ïîëîæèì

Wk(y2, y1) = y′1(x, k)y2(x, k)− y1(x, k)y′2(x, k).

Ïîëüçóÿñü (8)�(8'), íåñëîæíî ïîäñ÷èòàòü, ÷òî

y′1(x, k)y2(x, k)− y1(x, k)y′2(x, k) =

α(k)[y′1(x, k)y1(x,−k)− y1(x, k)y′1(x,−k)].

Îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî y′1(x, k)y1(x,−k)− y1(x, k)y′1(x,−k) â
ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ðàâåí −i2k, êàê ýòî âûòå-
êàåò èç èìåþùèõñÿ àñèìïòîòèê

y1(x, k) ∼ eikx, y1(x,−k) ∼ e−ikx ïðè x→ +∞.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êîýôôèöèåíòà α(k) ìàòðèöû ðàññåÿíèÿ ïî-
ëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå

α(k) = − 1

i2k
Wk(y2, y1). (20)
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Èç ýòîé ôîðìóëû è òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ ôóíêöèé Éîñòà çà-
êëþ÷àåì, ÷òî ôóíêöèÿ α(k) àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæèìà â ïî-
ëóïëîñêîñòü Im k > 0.
Ïðîäîëæåííàÿ àíàëèòè÷åñêè ôóíêöèÿ α(k) èìååò â âåðõíåé

ïîëóïëîñêîñòè Im k > 0 ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî íóëåé. Äîêàæåì
ýòî.
Ïóñòü ôóíêöèÿ α(k) èìååò ïðè Im k > 0 áåñêîíå÷íîå ÷èñëî

íóëåé. Òîãäà èç (20) ñëåäóåò, ÷òî îïðåäåëèòåëü Wk(y2, y1) òàê-
æå èìååò ïðè Im k > 0 áåñêîíå÷íîå ÷èñëî íóëåé. Íî òîãäà ïî
èçâåñòíîé òåîðåìå åäèíñòâåííîñòè äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíê-
öèé ýòîò îïðåäåëèòåëü îáÿçàí áûòü òîæäåñòâåííî íóëåâûì âñþ-
äó ïðè Im k > 0, è â òîì ÷èñëå ïðè âåùåñòâåííûõ k. Îäíàêî
îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî Wk(y2, y1) ìîæåò îáðàùàòüñÿ â íóëü
ëèøü ïðè óñëîâèè, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå åìó ôóíêöèè y2(x, k),
y1(x, k) ëèíåéíî çàâèñèìû, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó ñèñòåìû
{y2(x, k), y1(x, k)}.

60. Ñîáñòâåííûå ÷èñëà îïåðàòîðà Øðåäèíãåðà ñ áûñòðîóáû-
âàþùèì ïîòåíöèàëîì u(x, t) ìîæíî íàéòè îòûñêàâ â âåðõíåé
êîìïëåêñíîé ïîëóïëîñêîñòè Im k > 0 âñåâîçìîæíûå íóëè ôóíê-
öèè α(k), çàäàþùåé ïåðâûé ýëåìåíò ñîîòâåòñòâóþùåé ïîòåíöè-
àëó ìàòðèöû ðàññåÿíèÿ. Îòìåòèì, ÷òî â ïîëóïëîñêîñòè Im k > 0

ôóíêöèÿ α(k) íåïðåðûâíà, âñå æå åå íóëè â îáëàñòè Im k > 0 �
ïðîñòûå. Ìíîæåñòâî íóëåé ôóíêöèè α(k) ìîæåò îêàçàòüñÿ è
ïóñòûì.

Ëåììà. Îòðèöàòåëüíîå ÷èñëî −κ2
j áóäåò ñîáñòâåííûì äëÿ

ñîîòâåòñòâóþùåãî îïåðàòîðà Øðåäèíãåðà òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà êîãäà ÷èñòî ìíèìîå ÷èñëî kj = iκj, ãäå κj > 0, ÿâëÿåòñÿ
íóëåì ôóíêöèè α(k), çàäàþùåé ïåðâûé ýëåìåíò ñîîòâåòñòâó-
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þùåé ïîòåíöèàëó ìàòðèöû ðàññåÿíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü α(iκj) = 0, ãäå κj > 0. Ïîëàãàÿ kj = iκj,
ðàññìîòðèì óðàâíåíèå( d2

dx2
− u(x, t)

)
ψ(x, t) = −k2

jψ(x, t) = κ2
jψ(x, t).

Åãî íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ çàäàþò ôóíêöèè Éîñòà y1(x, kj) è
y2(x, kj). Êàê óæå äîêàçàíî, ñîîòâåòñòâóþùèé èì îïðåäåëèòåëü
Âðîíñêîãî

Wkj(y2, y1) = y′1(x, kj)y2(x, kj)− y1(x, kj)y
′
2(x, kj)

ñâÿçàí ñ ôóíêöèåé α(kj) ñîîòíîøåíèåì

α(kj) = − 1

i2kj
Wkj(y2(x, kj), y1(x, kj)).

Ïî óñëîâèþ α(kj) = α(iκj) = 0, ò.å. îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî
Wkj(y2, y1) ðàâåí íóëþ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðåøåíèÿ y1(x, kj) è
y2(x, kj) ëèíåéíî çàâèñèìû. Èíûìè ñëîâàìè, íàéäåòñÿ òàêàÿ
íåíóëåâàÿ êîíñòàíòà γ, ÷òî

y1(x, kj) = γy2(x, kj) ïðè −∞ < x < +∞.
Áëàãîäàðÿ ýòîìó ñîîòíîøåíèþ ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ôóíê-
öèÿ Éîñòà y1(x, kj) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó L2 íà âñåé ÷èñ-
ëîâîé îñè. Â ñàìîì äåëå, èç ñïðàâåäëèâîãî ïî îïðåäåëåíèþ
ôóíêöèè y1(x, kj) àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàâåíñòâà

y1(x, kj) ∼ eikjx = e−κjx ïðè x→ +∞
ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå òàêîé êîíå÷íîé êîíñòàíòû C, ÷òî

+∞∫
0

|y1(x, kj)|2 dx 6 C

+∞∫
0

e−2κjx dx = C
1

2κj
< +∞.
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Äàëåå èç àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàâåíñòâà

y1(x, kj) = γy2(x, kj) ∼γeκjx ïðè x→ −∞

ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå òàêîé êîíå÷íîé êîíñòàíòû C, ÷òî
0∫

−∞

|y1(x, kj)|2 dx 6 C

0∫
−∞

e2κjx dx = C
1

2κj
< +∞.

Ñêëàäûâàÿ ïîëó÷åííûå íåðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì â èòîãå
+∞∫
−∞

|y1(x, kj)|2 dx 6
C

κj
< +∞.

Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ Éîñòà y1(x, kj) ïðèíàäëåæèò ïðî-
ñòðàíñòâó L2 íà âñåé ÷èñëîâîé îñè. Èìåííî ýòó ôóíêöèþ ìû è
âîçüìåì â êà÷åñòâå ïðèíàäëåæàùåãî ïðîñòðàíñòâó L2 íåòðèâè-
àëüíîãî ðåøåíèÿ ψ(x, t) óðàâíåíèÿ( d2

dx2
− u(x, t)

)
ψ(x, t) = κ2

jψ(x, t).

Íàëè÷èå òàêîãî ðåøåíèÿ ïîäòâåðæäàåò, â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðå-
äåëåíèåì, ÷òî −κ2

j äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì ÷èñ-
ëîì äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî îïåðàòîðà Øðåäèíãåðà.
Äîêàæåì îáðàòíîå óòâåðæäåíèå: Ïóñòü −κ2

j ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ñîáñòâåííîå ÷èñëî îïåðàòîðà Øðåäèíãåðà, ò.å. óðàâíå-
íèå ( d2

dx2
− u(x, t)

)
ψ(x, t) = κ2

jψ(x, t)

èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå ψ(x, t) èç ïðîñòðàíñòâà L2.
Óñòàíîâèì â ýòèõ óñëîâèÿõ, ÷òî ÷èñòî ìíèìîå ÷èñëî kj = iκj,
ãäå κj > 0, ÿâëÿåòñÿ íóëåì ôóíêöèè α(k).
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Íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå ψ(x, t) óðàâíåíèÿ ðàçëîæèì ïî áàçè-
ñó ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé, îáðàçîâàííîìó ôóíêöèÿìè y1(x, kj)

è y1(x,−kj):

ψ(x, t) = C1y1(x, kj) + C2y1(x,−kj).

Ïåðåéäåì çäåñü ê ïðåäåëó ïðè x→ +∞. Èç ïðèíàäëåæíîñòè
ôóíêöèè ψ(x, t) ïðîñòðàíñòâó L2 ñëåäóåò, ÷òî ψ(x, t)→ 0 ïðè
x→ +∞. Èç ïàðû àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàâåíñòâ

y1(x, kj) ∼ eikjx = e−κjx ïðè x→ +∞,

y1(x,−kj) ∼ e−ikjx = eκjx ïðè x→ +∞,
ñ ó÷åòîì îöåíêè κj > 0, ïîëó÷àåì åùå äâà ïðåäåëüíûõ ðàâåí-
ñòâà:

y1(x, kj)→ 0, y1(x,−kj)→ +∞ ïðè x→ +∞.

Òàêèì îáðàçîì, êîýôôèöèåíò C2 â ñîîòíîøåíèè

ψ(x, t) = C1y1(x, kj) + C2y1(x,−kj)

îáÿçàí ðàâíÿòüñÿ íóëþ è ïîýòîìó èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

ψ(x, t) = C1y1(x, kj).

Êîýôôèöèåíò C1 çäåñü íåíóëåâîé. Àñèìïòîòè÷åñêèå ðàâåíñòâà

y2(x, kj) ∼eκjx ïðè x→ −∞,

y2(x,−kj) ∼e−κjx ïðè x→ −∞,
è ïåðåõîä â ðàçëîæåíèè ψ(x, t) = D1y2(x, kj) + D2y2(x,−kj) ê
ïðåäåëó ïðè x→ −∞ äàþò íàì ñîîòíîøåíèå D2 = 0 è ðàâåí-
ñòâî ψ(x, t) = D1y2(x, kj). Êîýôôèöèåíò D1 çäåñü íåíóëåâîé.



Ëåêöèÿ 13 193

Òàêèì îáðàçîì, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

C1y1(x, kj)−D1y2(x, kj) = 0, C1 6= 0, D1 6= 0.

Èíûìè ñëîâàìè, ðåøåíèÿ y1(x, kj) è y2(x, kj) ëèíåéíî çàâèñè-
ìû. Òåì ñàìûì ñîîòâåòñòâóþùèé èì îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî

Wkj(y2, y1) = y′1(x, kj)y2(x, kj)− y1(x, kj)y
′
2(x, kj)

òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ. Ñ ôóíêöèåé α(kj) ýòîò îïðåäåëèòåëü
ñâÿçàí ñîîòíîøåíèåì

α(kj) = − 1

i2kj
Wkj(y2(x, kj), y1(x, kj)).

Ñëåäîâàòåëüíî, α(kj) = α(iκj) = 0.
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Ëåêöèÿ 14.

ÒÅÌÀ: Ìåòîä îáðàòíîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ ÊäÔ: îáîñíîâàíèå. 70. Ñâÿçü ìåæäó ïî-
òåíöèàëîì è ÿäðîì â òðåóãîëüíîì ïðåäñòàâëåíèè ïåðâîé ôóíêöèè Éîñòà. 80. Ñâÿçü ÿäðà
â òðåóãîëüíîì ïðåäñòàâëåíèè ïåðâîé ôóíêöèè Éîñòà ñ äàííûìè ðàññåÿíèÿ.

70. Óñòàíîâèì ñâÿçü ìåæäó ïîòåíöèàëîì è ÿäðîì â òðå-
óãîëüíîì ïðåäñòàâëåíèè ïåðâîé ôóíêöèè Éîñòà.
Ïóñòü k � íåíóëåâîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî. Ïåðåîáîçíà÷èì

ôóíêöèþ Éîñòà y1(x, k) ÷åðåç Ψ(x, k), à y2(x, k) � ÷åðåç Φ(x, k),
èçáàâèâøèñü òåì ñàìûì îò íèæíèõ èíäåêñîâ.
Ñîãëàñíî òåîðåìå î òðåóãîëüíîì ïðåäñòàâëåíèè èìååì ðàâåí-

ñòâî

Ψ(x, k) = eikx +

+∞∫
x

K(x, s)eiks ds, (1)

ãäå K(x, s) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëî-
âèÿì

K(x, x + z)→ 0 ïðè z → +∞. (2)

Ïîëüçóÿñü (1), ïîëó÷àåì

Ψ
′′
(x, k)− u(x, t)Ψ(x, k) =− d

dx

[
K(x, x)eikx −

+∞∫
x

∂K

∂x
(x, s)eiksds

]

−ueikx − u
+∞∫
x

K(x, s)eiksds + (ik)2eikx. (3)

Ìû èñïîëüçîâàëè çäåñü îáû÷íóþ ôîðìóëó äèôôåðåíöèðîâà-
íèÿ èíòåãðàëà ïî ïàðàìåòðó. Ïåðåìåííóþ t çäåñü è äàëåå ñ÷è-
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òàåì ôèêñèðîâàííîé. Èç (1) ñëåäóåò òàêæå, ÷òî

−k2Ψ(x, k) = −k2eikx − k2

+∞∫
x

K(x, s)eiks ds. (4)

Ïðåîáðàçóåì èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà. Èìååì

−k2

+∞∫
x

K(x, s)eiksds =

+∞∫
x

K(x, s)
∂2

∂s2
[eiks]ds.

Äàëåå, äâàæäû ïðèìåíÿÿ ê èíòåãðàëó ñïðàâà ôîðìóëó èíòå-
ãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì è ïîëüçóÿñü (2), ïîëó÷àåì

−k2

+∞∫
x

K(x, s)eiks ds = −K(x, x)ikeikx+

+
∂K

∂y
(x, x)eikx +

+∞∫
x

∂2

∂s2
[K(x, s)]eiksds. (5)

Èç ñîîòíîøåíèé (4) è (5) ïîëó÷àåì

−k2Ψ(x, k) = −k2eikx −K(x, x)ikeikx+

+
∂K

∂y
(x, x)eikx +

+∞∫
x

∂2

∂s2
[K(x, s)]eiksds.

Â óðàâíåíèè Ψ
′′
(x, k)− u(x, t)Ψ(x, k) = −k2Ψ(x, k) âûðàæåíèå

ñëåâà çàìåíèì íà (3). Òîãäà ïîëó÷èì

(ik)2eikx − d

dx

[
K(x, x)eikx −

+∞∫
x

∂K

∂x
(x, y)eiky dy

]
−
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ueikx−u
+∞∫
x

K(x, y)eikydy =−k2eikx−K(x, x)ikeikx+

+
∂K

∂y
(x, x)eikx +

+∞∫
x

∂2

∂y2
[K(x, y)]eiky dy.

Ïåðåãðóïïèðîâàâ çäåñü ñëàãàåìûå è ó÷èòûâàÿ, ÷òî

d

dx

[
K(x, x)] =

∂K

∂x
(x, x) +

∂K

∂y
(x, x),

ïîëó÷èì â èòîãå ñîîòíîøåíèå
+∞∫
x

[∂2K

∂x2
(x, y)− ∂2K

∂y2
(x, y)− u(x, t)K(x, y)

]
eikydy

=
{
u(x, t) + 2

d

dx
[K(x, x)]

}
eikx. (6)

Ðàâåíñòâî (6) äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ äëÿ âñåõ âåùåñòâåííûõ k,
÷òî âîçìîæíî ëèøü â òîì ñëó÷àå, åñëè âûðàæåíèå â ôèãóð-
íûõ ñêîáêàõ â ïðàâîé åãî ÷àñòè òîæäåñòâåííî íóëåâîå, ò.å. åñëè
èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

u(x, t) = −2
d

dx
[K(x, x)]. (7)

Ó÷èòûâàÿ (7), ïåðåïèøåì (6) â âèäå

+∞∫
x

[∂2K

∂x2
(x, y)− ∂2K

∂y2
(x, y)− u(x, t)K(x, y)

]
eikydy = 0.

Ýòî ðàâåíñòâî òàêæå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ äëÿ âñåõ âåùåñòâåí-
íûõ k, ÷òî âîçìîæíî ëèøü ïðè îáðàùåíèè â íóëü âûðàæåíèÿ
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â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ïîä èíòåãðàëîì:

∂2K

∂x2
− ∂2K

∂y2
− u(x, t)K(x, y) = 0. (8)

Ñîîòíîøåíèÿ (7) è (8) � èñêîìûå, îíè ñâÿçûâàþò ïîòåíöè-
àë u(x, t) îïåðàòîðà Øðåäèíãåðà è ÿäðî K(x, y) òðåóãîëüíîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíêöèè Éîñòà Ψ(x, k).
Åñëè ïîòåíöèàë u(x, t) èçâåñòåí, òî ÿäðî K(x, y) òðåóãîëüíî-

ãî ïðåäñòàâëåíèÿ ìîæíî íàéòè, ðåøèâ óðàâíåíèå (8) ñ äàííû-
ìè (7) è (2). Ýòî � çàäà÷à Ãóðñà äëÿ ôóíêöèè K(x, y).

80. Óñòàíîâèì ñâÿçü ìåæäó äàííûìè ðàññåÿíèÿ è ÿäðîì â
òðåóãîëüíîì ïðåäñòàâëåíèè ïåðâîé ôóíêöèè Éîñòà.
Âòîðàÿ ôóíêöèÿ Éîñòà Φ(x, k), êàê óñòàíîâëåíî âûøå, ïðåä-

ñòàâèìà ñëåäóþùåé ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé

Φ(x, k) = α(k)Ψ(x, k) + β(k)Ψ(x, k).

Ðàçäåëèâ îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà íà α(k) è âîñïîëüçîâàâøèñü
âûðàæåíèåì

b(k, t) =
β(k)

α(k)

ôóíêöèè b(k, t) èç äàííûõ ðàññåÿíèÿ, ïîëó÷èì

Φ(x, k)

α(k)
− e−ikx= Ψ(x, k)− e−ikx + b(k, t)Ψ(x, k).

Óìíîæèâ îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà íà eiky, ïðîèíòåãðèðóåì
ðåçóëüòàò ïî âñåì âåùåñòâåííûì k. Òîãäà ïîëó÷èì

I(x, y) ≡
+∞∫
−∞

(Φ(x, k)

α(k)
− e−ikx

)
eikydk
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=

+∞∫
−∞

(
Ψ(x, k)− e−ikx + b(k, t)Ψ(x, k)

)
eiky dk.

Ïîäñòàâèâ â ïðàâóþ ÷àñòü òðåóãîëüíîå ïðåäñòàâëåíèå (1), ïðè-
äåì ê ñîîòíîøåíèþ

I(x, y) =

+∞∫
−∞

[ +∞∫
x

K(x, s)e−iksds+b(k, t)eikx + b(k, t)

+∞∫
x

K(x, s)eiksds
]
eiky dk.

Ðàçäåëèâ îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà íà 2π è ïîëàãàÿ

B0(x) =
1

2π

+∞∫
−∞

b(k, t)eikx dk,

ïîëó÷èì

1

2π
I(x, y) =

1

2π

+∞∫
−∞

[ +∞∫
x

K(x, s)eik(y−s)ds
]
dk+

B0(x + y) +

+∞∫
x

K(x, s)B0(s + y) ds. (9)

Â òåîðèè îáîáùåííûõ ôóíêöèé èçâåñòíî ðàâåíñòâî

δ(x) =
1

2π

+∞∫
−∞

eikx dk,

ãäå ÷åðåç δ(x) îáîçíà÷åíà äåëüòà ôóíêöèÿ Äèðàêà.
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Ïîëüçóÿñü èì, ïðåîáðàçóåì äâîéíîé èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè
ðàâåíñòâà (9):

1

2π

+∞∫
−∞

[ +∞∫
x

K(x, s)eik(y−s)ds
]
dk =

=

+∞∫
x

K(x, s)
[ 1

2π

+∞∫
−∞

eik(y−s)dk
]
ds =

+∞∫
x

K(x, s)δ(y − s) ds = K(x, y).

Òàêèì îáðàçîì, ðàâåíñòâî (9) ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó

K(x, y) + B0(x + y) +

+∞∫
x

K(x, s)B0(s + y) ds =J(x, y), (9')

ãäå ÷åðåç J(x, y) îáîçíà÷åíî âûðàæåíèå

J(x, y) =
1

2π

+∞∫
−∞

[Φ(x, k)

α(k)
− e−ikx

]
eiky dk. (10)

Ëåììà. Ïóñòü ôóíêöèÿ α(k) íå èìååò íóëåé â ïîëóïëîñêîñòè
Im k > 0. Òîãäà èíòåãðàë J(x, y) ðàâåí íóëþ ïðè y > x.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíòåãðàë J(x, y) ñîñ÷èòàåì ñ ïîìîùüþ òåî-
ðèè âû÷åòîâ. Ïîä èíòåãðàëîì â (10) ñòîèò àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíê-
öèÿ, êîòîðàÿ ïðè |k| → +∞ è Im k > 0 ýêñïîíåíöèàëüíî óáû-
âàåò.
Ïî îïðåäåëåíèþ íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà èìååì

J(x, y)= lim
R→+∞

1

2π

+R∫
−R

[Φ(x, k)

α(k)
− e−ikx

]
eikydk. (11)
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç CR ãðàíèöó ïîëóêðóãà

{k = τ + iκ | κ > 0,κ2 + τ 2 6 R2}.

Èç (11) ïðè |k| → +∞ è Im k > 0, ïîëüçóÿñü ýêñïîíåíöèàëüíûì
óáûâàíèåì ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè, ïîëó÷àåì

J(x, y) = lim
R→+∞

1

2π

∫
CR

[Φ(x, k)

α(k)
− e−ikx

]
eikydk. (11')

Èíòåãðèðîâàíèå çäåñü ïðîèñõîäèò ïî ãðàíèöå CR ïðîòèâ ÷àñî-
âîé ñòðåëêè.
Ïî òåîðåìå Êîøè èíòåãðàë ïî êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé â

ïðàâîé ÷àñòè (11') ðàâåí íóëþ: èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî çà-
ìêíóòîìó êîíòóðó â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, à ôóíêöèÿ ïîä
èíòåãðàëîì � àíàëèòè÷åñêàÿ âíóòðè ýòîãî êîíòóðà.

Îòìåòèì, ÷òî ñëó÷àé êîãäà ôóíêöèÿ α(k) íå èìååò íóëåé
â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè, ñîîòâåòñòâóåò ïóñòîìó äèñêðåòíîìó
ñïåêòðó îïåðàòîðà Øðåäèíãåðà.
Ïîäñòàâëÿÿ ðàâåíñòâî J(x, y) = 0 â (9'), ïîëó÷àåì èòîãîâîå

èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ ÿäðà K(x, y):

K(x, y) + B0(x + y) +

+∞∫
x

K(x, s)B0(s + y) ds = 0.

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ýòî � óðàâíåíèå Ãåëüôàíäà�Ëåâèòàíà�
Ìàð÷åíêî. Ïî èçâåñòíûì äàííûì ðàññåÿíèÿ íàõîäèòñÿ ðåøåíèå
ýòîãî óðàâíåíèÿ � ÿäðî K(x, y) òðåóãîëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ,
÷òî â ñâîþ î÷åðåäü ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü ïîòåíöèàë u(x, t).
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî α(k) èìååò â âåðõíåé ïîëóïëîñ-

êîñòè Im k > 0 êîíå÷íîå ÷èñëî N ïðîñòûõ íóëåé. Ïóñòü ýòè
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íóëè èìåþò âèä iκj, j = 1, 2, . . . , N , κj > 0. Â ýòîì ñëó÷àå çà-
äàâàåìûé ðàâåíñòâîì (10) èíòåãðàë íå ðàâåí íóëþ è åãî ìîæíî
âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå

J(x, y) = i
N∑
j=1

Φ(x, iκj)
α′(iκj)

e−κjy. (12)

Ïðè ýòîì èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

Φ(x, iκj) = c′jΨ(x, iκj), j = 1, 2, . . . , N.

Ïîäñòàâëÿÿ ðàâåíñòâî (12) â (9'), âèäèì, ÷òî è â ýòîì ñëó÷àå
ÿäðîK(x, y) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ âèäà

K(x, y) + B(x + y) +

+∞∫
x

B(y + z)K(x, z) dz = 0,

â êîòîðîì ÿäðî B(x) çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì

B(x) = B0(x)−
N∑
j=1

ic′j
α′(iκj)

e−κjx.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî α(iκ) = α(iκ), çàêëþ÷àåì, ÷òî âåëè÷èíà α′(iκ)

ïðè κ > 0 ÷èñòî ìíèìàÿ. Ïîýòîìó êîýôôèöèåíò Mj =
ic′j

α′(iκj)
â

ïðåäñòàâëåíèè ÿäðà K(x, y) ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííûì. Áîëåå òî-
ãî êàæäûé êîýôôèöèåíò Mj ñòðîãî ïîëîæèòåëåí (äîêàæèòå
ýòî â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ).
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ÒÅÌÀ: Ñîëèòîííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ÊäÔ. 10. Ïðÿìàÿ çàäà÷à ðàññåÿíèÿ äëÿ íåïîëî-
æèòåëüíîãî áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìîãî ïîòåíöèàëà â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ äàííûõ.
Çàâèñèìîñòü äàííûõ ðàññåÿíèÿ îò âðåìåíè.

10. Ðàññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (ÊäÔ)
ñî ñïåöèàëüíûìè íà÷àëüíûìè äàííûìè

∂u

∂t
− 6u

∂u

∂x
+
∂3u

∂x3
= 0, u(x, 0) = − 2

α2 ch2 αx
,

ãäå α > 0, è ðåøèì åå ìåòîäîì îáðàòíîé çàäà÷è. Ôóíêöèÿ

u0(x) = − 2

α2 ch2 αx
,

çàäàþùàÿ íà÷àëüíûå äàííûå, íà âñåé ÷èñëîâîé îñè íåïîëîæè-
òåëüíà, áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìà è ÿâëÿåòñÿ áûñòðîóáû-
âàþùåé.
Ðàññìîòðèì íà âåùåñòâåííîé îñè x ñîîòâåòñòâóþùåå ïîòåí-

öèàëó u0(x) ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà

d2ψ

dx2
+ (λ− u0(x))ψ = 0.

Ïîëàãàÿ çäåñü λ = k2, ãäå Im k > 0, ïîëó÷àåì

d2ψ

dx2
+

(
k2 +

2

α2 ch2 αx

)
ψ = 0. (1)

Çàìåíà íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé ξ = th (αx) ïðåîáðàçóåò óðàâ-
íåíèå (1) ê âèäó

d

dξ

(
(1− ξ2)

dψ̃

dξ

)
+ [s(s + 1)− ε2

1− ξ2
]ψ̃ = 0, (2)

ãäå ψ̃(ξ) = ψ̃(thαx) = ψ(x), à ÷åðåç ε è s îáîçíà÷åíû ñëåäóþùèå
ïîñòîÿííûå

ε = −ik
α
, s = −1

2
±
√
α2 + 8

2α
. (2')
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Äëÿ óêàçàííîé ïîñòîÿííîé s èìååì, î÷åâèäíî: s(s + 1) = 2
α2 .

Â óðàâíåíèè îáîáùåííûõ ôóíêöèé Ëåæàíäðà (2) ξ èçìåíÿ-
åòñÿ â ïðîìåæóòêå

−1 < ξ < +1,

÷òî ñîîòâåòñòâóåò èíòåðâàëó −∞ < x < +∞.
Ñäåëàâ â (2) êîìáèíèðîâàííóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ

ψ̃(ξ) = (1− ξ2)ε/2w(u), u =
1− ξ

2
, (3)

ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ

u(u−1)w′′ + [(α∗+β+1)u− γ]w′+ α∗βw = 0. (4)

Ïåðåìåííàÿ u çäåñü èçìåíÿåòñÿ â ïðîìåæóòêå 0 < u < 1, à ÷èñ-
ëîâûå ïàðàìåòðû â êîýôôèöèåíòàõ îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè

α∗ = ε− s, β = ε + s + 1, γ = ε + 1. (4')

Ïóñòü ïàðàìåòð γ â (4) íå ÿâëÿåòñÿ öåëûì îòðèöàòåëüíûì
÷èñëîì. Òîãäà ïðîñòðàíñòâî îãðàíè÷åííûõ íà 0 6 u 6 1 ðåøå-
íèé óðàâíåíèÿ (4) îäíîìåðíî. Áàçèñ â ýòîì ïðîñòðàíñòâå ñî-
ñòîèò èç åäèíñòâåííîãî íåòðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ. Â êà÷åñòâå
òàêîâîãî ãîäèòñÿ ñëåäóþùàÿ ôóíêöèÿ

F (α∗, β, γ;u) = 1 +

∞∑
j=1

(α∗)j(β)j
(γ)j

uj. (5)

×åðåç (·)k çäåñü îáîçíà÷åíî ïðîèçâåäåíèå, èçâåñòíîå êàê ñèìâîë
Ïîõãàììåðà:

(α∗)j = α∗(α∗ + 1) . . . (α∗ + j − 1),

(β)j = β(β + 1) . . . (β + j − 1),

(γ)j = γ(γ + 1) . . . (γ + j − 1).
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Ôóíêöèÿ F (α∗, β, γ;u) íàçûâàåòñÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîé è â ñî-
îòâåòñòâèè ñî ñâîèì îïðåäåëåíèåì (5) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé
â êðóãå |u| < 1. Â ÷àñòíîñòè,

F (α∗, β, γ;u)→ 1 ïðè u→ 0.

Âçÿâ â (3) âìåñòî w ôóíêöèþ F (α∗, β, γ; 1−ξ
2 ), çàïèøåì ïîëó-

÷àþùååñÿ âûðàæåíèå â ïåðåìåííûõ x, k. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì
ôóíêöèþ

y1(x, k) = 2−ε(1− ξ2)
ε
2F (α∗, β, γ;

1− ξ
2

), (6)

ãäå ξ = thαx. Çàâèñèìîñòü îò x â ïðàâîé ÷àñòè (6) îñóùåñòâëÿ-
åòñÿ ÷åðåç ïåðåìåííóþ ξ = thαx, à çàâèñèìîñòü îò k � ÷åðåç
ïàðàìåòðû ε, α∗, β è γ, çàäàâàåìûå ðàâåíñòâàìè (2') è (4').
Ôóíêöèÿ y1(x, k) ïî ïîñòðîåíèþ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåøåíèå

óðàâíåíèÿ (1). Íàéäåì åãî àñèìïòîòèêó ïðè x→ +∞ â ïðåäïî-
ëîæåíèè âåùåñòâåííîñòè k. Ïðè α > 0 è ξ = thαx èìååì, î÷å-
âèäíî:

1

2
(1− ξ2)1/2 =

1

2

(
1− sh2 αx

ch2 αx

)1/2

=

=
1

2 chαx
=

1

eαx + e−αx
∼ e−αx ïðè x→ +∞.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòîò ðåçóëüòàò â (6) è ó÷èòûâàÿ, ÷òî αε = −ik, ïî-
ëó÷àåì ïðè x→ +∞:

y1(x, k) ∼ eikxF (α∗, β, γ; 0) = eikx.

Òàêèì îáðàçîì, çàäàâàåìàÿ ðàâåíñòâîì (6) ôóíêöèÿ y1(x, k)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðâóþ ôóíêöèþ Éîñòà äëÿ óðàâíåíèÿ (1).
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Âòîðàÿ ôóíêöèÿ Éîñòà y2(x, k) äëÿ óðàâíåíèÿ (1), êàê ìîæíî
óáåäèòüñÿ ïîëüçóÿñü èçâåñòíûìè ñâîéñòâàìè ãèïåðãåîìåòðè÷å-
ñêîé ôóíêöèè, èìååò ñëåäóþùèé âèä

2−ε(1− ξ2)
ε
2F (α∗, β, α∗ + β + 1− γ;

1 + ξ

2
), (7)

ãäå, êàê è ïðåæäå, ξ = thαx.
Íàéäåì êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ

y1(x, k) = −β(k)y2(x, k) + α(k)y2(x,−k), (8)

äëÿ ÷åãî âîñïîëüçóåìñÿ èçâåñòíûì ñâîéñòâîì ãèïåðãåîìåòðè÷å-
ñêîé ôóíêöèè:

F (α∗, β, γ;u) =

Γ(γ)Γ(γ − α∗ − β)

Γ(γ − α∗)Γ(γ − β)
F (α∗, β, α∗ + β + 1− γ; 1− u)+

Γ(γ)Γ(α∗+β−γ)

Γ(α∗)Γ(β)
F (γ−α∗, γ−β, γ+1−α∗−β; 1−u)(1− u)γ−α∗−β.

(9)
Çäåñü ÷åðåç Γ(·) îáîçíà÷åíà èçâåñòíàÿ ãàììà ôóíêöèÿ Ýéëåðà,
çíà÷åíèÿ êîòîðîé íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè çàäàþòñÿ ðàâåí-
ñòâîì

Γ(a) =

+∞∫
0

xa−1e−x dx, a > 0.

Ãàììà ôóíêöèÿ Ýéëåðà, êàê èçâåñòíî, äîïóñêàåò àíàëèòè÷å-
ñêîå ïðîäîëæåíèå âî âñþ êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü, èç êîòîðîé
óäàëåíû íóëü è âñå îòðèöàòåëüíûå öåëûå ÷èñëà.
Çàìåòèì, ÷òî ïðè x→ −∞ èìåþò ìåñòî ïðåäåëüíûå ñîîòíî-

øåíèÿ

ξ = ξ(x)→ −1, u = u(x) =
1− ξ

2
→ +1.
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Ïîëüçóÿñü èìè, à òàêæå ðàâåíñòâîì

1− u =
1 + ξ

2
,

ïðèìåíèì ïîñëåäîâàòåëüíî ñîîòíîøåíèÿ (6), (9) è (5). Òîãäà ïî-
ëó÷èì ñëåäóþùåå ñïðàâåäëèâîå ïðè x→ −∞ àñèìïòîòè÷åñêîå
ðàçëîæåíèå

y1(x, k) ∼eikx
Γ(−ik

α )Γ(1− ik
α )

Γ(−ik
α−s)Γ(s+1− ik

α )
+ e−ikx

Γ(ikα )Γ(1− ik
α )

Γ(−s)Γ(1+s)
. (10)

Èçâåñòíî, ÷òî ãàììà ôóíêöèÿ Ýéëåðà óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøå-
íèþ

Γ(x)Γ(1− x) =
π

sin πx
.

Ïîëüçóÿñü èì, ïîëó÷àåì

Γ(ikα )Γ(1− ik
α )

Γ(−s)Γ(1 + s)
=

π

sin iπk
α

· sin(−πs)
π

= −isin πs
sh πk

α

.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ðàâåíñòâî â (10), ïîëó÷àåì ïðè x→ −∞:

y1(x, k) ∼eikx
Γ(−ik

α )Γ(1− ik
α )

Γ(−ik
α−s)Γ(−ik

α +s+1)
− ie−ikxsin πs

sh πk
α

. (11)

Ñðàâíèâàÿ (11) ñ (8), ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèÿì β(k) = isin πs

sh πk
α

,

α(k) =
Γ(−ik

α )Γ(1− ik
α )

Γ(−ik
α − s)Γ(−ik

α + s + 1)
. (12)

Òàêèì îáðàçîì, íà ïîòåíöèàëå u0(x) = − 2
α2 ch2 αx

ìàòðèöà ðàññå-
ÿíèÿ C èìååò âèä

C(k) =

(
α(k) −isin πs

sh πk
α

isin πs

sh πk
α

α(k)

)
,



Ëåêöèÿ 14 207

ãäå α(k) çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì (1). ×åðåç ýëåìåíòû β(k) è α(k)

ìàòðèöû C äàííûå ðàññåÿíèÿ íà ïîòåíöèàëå u0(x) îïðåäåëÿ-
þòñÿ ïî ôîðìóëàì

b(k, 0) =
β(k)

α(k)
, a(k, 0) =

1

α(k)
. (13)

Ïðèìåð. Ïðè α = 1 èç ôîðìóë (2') ïîëó÷àåì s = −2 èëè s = 1

è, ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå sin πs = 0. Äàëåå â ñîîòâåòñòâèè
ñ ðàâåíñòâàìè (1)�(2) ïðè ëþáîì âåùåñòâåííîì k èìååì

β(k) = 0 ⇒ b(k, 0) = 0.

Ïîòåíöèàëû ñ òàêèì ñâîéñòâîì íàçûâàþò áåçîòðàæàòåëüíû-
ìè. Òàêèì îáðàçîì, ïîòåíöèàë −2/ch2 x áåçîòðàæàòåëüíûé.
Íàéäåì äèñêðåòíûé ñïåêòð îïåðàòîðà

L[ψ] =
d2ψ

dx2
− u0(x)ψ =

d2ψ

dx2
+

2

α2 ch2 αx
ψ.

Âñå åãî ñîáñòâåííûå ÷èñëà îòðèöàòåëüíû, ò.å. âèäà λ = −κ2,
ãäå κ > 0. ×èñëî k = iκ îáÿçàíî ïðè ýòîì áûòü êîðíåì ôóíê-
öèè α(k), ò.å. α(iκ) = 0. Ýòî ðàâåíñòâî âîçìîæíî ëèøü â ñëó-
÷àå, åñëè Γ(κα − s) = +∞, ò.å. ïðè óñëîâèè, ÷òî ÷èñëî κ

α − s ÿâ-
ëÿåòñÿ íåïîëîæèòåëüíûì öåëûì.
Ïðèìåð. Ïðè α = 1 èç (2') ïîëó÷àåì: s = −2 èëè s = 1. Ñëå-
äîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå

κ
α
− s = κ + 2 èëè

κ
α
− s = κ − 1.

Ïðè κ > 0 ÷èñëî κ + 2 ïîëîæèòåëüíî. Ñèñòåìà æå íåðàâåíñòâ
κ > 0, κ − 1 6 0 â öåëûõ ÷èñëàõ èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
κ1 = 1, ò.å. â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå äèñêðåòíûé ñïåêòð îïå-
ðàòîðà L ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî ñîáñòâåííîãî ÷èñëà λ1 = −1.
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Ýòîìó ÷èñëó ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííîå íåòðèâèàëüíîå ðåøå-
íèå ψ1(x) óðàâíåíèÿ

d2ψ

dx2
+

2

ch2 x
ψ = −λ1ψ,

ïðèíàäëåæàùåå êëàññó L2 è óäîâëåòâîðÿþùåå íîðìèðîâî÷íîìó
óñëîâèþ

+∞∫
−∞

ψ2
1(x) dx = 1.

Ïðè x→ +∞ äëÿ ýòîãî ðåøåíèÿ ñïðàâåäëèâî àñèìïòîòè÷åñêîå
ñîîòíîøåíèå

ψ1(x) ∼
√

2e−x ≡ c1(0)e−κ1x.

Ñëåäñòâèå. Ïîòåíöèàëó u0(x) = −2/ch2 x ñîîòâåòñòâóþò ñëå-
äóþùèå äàííûå ðàññåÿíèÿ

κ1 = 1, c1(0) =
√

2, b(k, 0) = 0, a(k, 0) = 1.

Îòìåòèì, ÷òî ïîëó÷èòü ýòè äàííûå ðàññåÿíèÿ â ÿâíîì âèäå
óäàëîñü ëèøü áëàãîäàðÿ íàéäåííûì ÿâíûì âûðàæåíèÿì ôóíê-
öèé Éîñòà îäíîìåðíîãî îïåðàòîðàØðåäèíãåðà ñ óêàçàííûì ïî-
òåíöèàëîì.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ óñòàíîâëåííîé ðàíåå çàâèñèìîñòüþ äàííûõ

ðàññåÿíèÿ îò âðåìåíè èìååì òåïåðü ïðè âñåõ t > 0:

κ1(t) = κ1(0) = 1, c1(t) = c1(0)e4κ3
1t =
√

2e4t,

b(k, t) = b(k, 0)ei8k
3t = 0, a(k, t) = a(k, 0) = 1.
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Ëåêöèÿ 15.

ÒÅÌÀ: Ñîëèòîííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ÊäÔ. 10. Çàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (ÊäÔ)
ñ íåïîëîæèòåëüíûì áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûì ïîòåíöèàëîì â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ
äàííûõ. Ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé ïðÿìîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ, çàâèñèìîñòü äàííûõ ðàñ-
ñåÿíèÿ îò âðåìåíè. 20. Ïîñòðîåíèå è ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ãåëüôàíäà�
Ëåâèòàíà�Ìàð÷åíêî äëÿ ïðåäûäóùåé çàäà÷è Êîøè. 30. Îïðåäåëåíèå ñîëèòîíà. Êà÷å-
ñòâåííûé õàðàêòåð âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ ñîëèòîíîâ. 40. Îáùèé âèä ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
ÊäÔ òèïà áåçîòðàæàòåëüíîãî ïîòåíöèàëà. Îïðåäåëåíèå N -ñîëèòîííîãî ðåøåíèÿ óðàâ-
íåíèÿ ÊäÔ.

10. Ïðîäîëæèì ðàññìîòðåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ
(ÊäÔ) ñî ñïåöèàëüíûìè íà÷àëüíûìè äàííûìè:

∂u

∂t
− 6u

∂u

∂x
+
∂3u

∂x3
= 0, u(x, 0) = − 2

α2 ch2 αx
,

ãäå α > 0. Çàâåðøèì åå ðåøåíèå ìåòîäîì îáðàòíîé çàäà÷è.
Êàê óæå áûëî óñòàíîâëåíî, ìàòðèöà ðàññåÿíèÿ C íà ïîòåíöè-
àëå

u0(x) = − 2

α2 ch2 αx
èìååò ñëåäóþùèé âèä

C(k) =

(
α(k) β(k)

β(k) α(k)

)
.

Êîýôôèöèåíòû α(k) è β(k) çàäàþòñÿ ðàâåíñòâàìè

α(k)=
Γ(−ik

α )Γ(1− ik
α )

Γ(−ik
α−s)Γ(−ik

α +s +1)
, β(k)= i

sin πs

sh πk
α

. (1)

×åðåç ýëåìåíòû β(k) è α(k) ìàòðèöû ðàññåÿíèÿ C äàííûå ðàñ-
ñåÿíèÿ íà ïîòåíöèàëå u0(x) îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

b(k, 0) =
β(k)

α(k)
, a(k, 0) =

1

α(k)
. (2)
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Ïðèìåð. Ïðè α = 1 èç ôîðìóëû

s = −1

2
±
√
α2 + 8

2α

ïîëó÷àåì s = −2 èëè s = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå sin πs = 0.
Äàëåå â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàâåíñòâàìè (1)�(2) ïðè ëþáîì âåùå-
ñòâåííîì k èìååì

β(k) = 0 ⇒ b(k, 0) = 0.

Ïîòåíöèàëû ñ òàêèì ñâîéñòâîì íàçûâàþò áåçîòðàæàòåëüíû-
ìè. Òàêèì îáðàçîì, ïîòåíöèàë −2/ch2 x áåçîòðàæàòåëüíûé.
Íàéäåì äèñêðåòíûé ñïåêòð îïåðàòîðà

L[ψ] =
d2ψ

dx2
− u0(x)ψ =

d2ψ

dx2
+

2

α2 ch2 αx
ψ.

Âñå åãî ñîáñòâåííûå ÷èñëà îòðèöàòåëüíû, ò.å. èìåþò âèä λ = −κ2,
ãäå κ > 0. ×èñëî k = iκ îáÿçàíî ïðè ýòîì áûòü êîðíåì ôóíê-
öèè α(k):

α(iκ) =
Γ(κα)Γ(1 + κ

α)

Γ(κα − s)Γ(κα + s + 1)
= 0.

Ýòî ðàâåíñòâî âîçìîæíî ëèøü â ñëó÷àå, åñëè Γ(κα − s) = +∞,
ò.å. ïðè óñëîâèè, ÷òî ÷èñëî κ

α − s ÿâëÿåòñÿ íåïîëîæèòåëüíûì
öåëûì.
Ïðèìåð. Ïðè α = 1 ïîëó÷àåì: s = −2 èëè s = 1. Ñëåäîâàòåëü-
íî, â ýòîì ñëó÷àå

κ
α
− s = κ + 2 èëè

κ
α
− s = κ − 1.

Ïðè κ > 0 ÷èñëî κ + 2 ïîëîæèòåëüíî. Ñèñòåìà æå íåðàâåíñòâ
κ > 0, κ − 1 6 0 â öåëûõ ÷èñëàõ èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
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κ1 = 1, ò.å. â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå äèñêðåòíûé ñïåêòð îïå-
ðàòîðà L ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî ñîáñòâåííîãî ÷èñëà λ1 = −1.
Ýòîìó ÷èñëó ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííîå íåòðèâèàëüíîå ðåøå-
íèå ψ1(x) óðàâíåíèÿ

d2ψ

dx2
+

2

ch2 x
ψ = −λ1ψ,

ïðèíàäëåæàùåå êëàññó L2 è óäîâëåòâîðÿþùåå íîðìèðîâî÷íîìó
óñëîâèþ

+∞∫
−∞

ψ2
1(x) dx = 1.

Ïðè x→ +∞ äëÿ ýòîãî ðåøåíèÿ ñïðàâåäëèâî àñèìïòîòè÷åñêîå
ñîîòíîøåíèå

ψ1(x) ∼
√

2e−x ≡ c1(0)e−κ1x.

Ñëåäñòâèå. Ïîòåíöèàëó u0(x) = −2/ch2 x ñîîòâåòñòâóþò ñëå-
äóþùèå äàííûå ðàññåÿíèÿ

κ1 = 1, c1(0) =
√

2, b(k, 0) = 0, a(k, 0) = 1.

Îòìåòèì, ÷òî ïîëó÷èòü ýòè äàííûå ðàññåÿíèÿ â ÿâíîì âèäå
óäàëîñü ëèøü áëàãîäàðÿ íàéäåííûì ÿâíûì âûðàæåíèÿì ôóíê-
öèé Éîñòà îäíîìåðíîãî îïåðàòîðàØðåäèíãåðà ñ óêàçàííûì ïî-
òåíöèàëîì.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ óñòàíîâëåííîé ðàíåå çàâèñèìîñòüþ äàííûõ

ðàññåÿíèÿ îò âðåìåíè èìååì òåïåðü ïðè âñåõ t > 0:

κ1(t) = κ1(0) = 1, c1(t) = c1(0)e4κ3
1t =
√

2e4t,

b(k, t) = b(k, 0)ei8k
3t = 0, a(k, t) = a(k, 0) = 1.
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20. Ïî íàéäåííûì äàííûì ðàññåÿíèÿ ïîñòðîèì èíòåãðàëüíîå
óðàâíåíèå Ãåëüôàíäà�Ëåâèòàíà�Ìàð÷åíêî:

K(x, y, t)+B(x+y, t)+

+∞∫
x

B(y+z, t)K(x, z, t) dz = 0. (GLM)

ßäðî B(x, t) èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà â ýòîì óðàâíåíèè îïðå-
äåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

B(x, t) = c2
1(t)e−κ1(t)x +

1

2π

+∞∫
−∞

b(k, t)eikx dk,

ò.å. B(x, t) = 2e8t−x. Òàêèì îáðàçîì, â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå
óðàâíåíèå (GLM) ïðèíèìàåò âèä

K(x, y, t)+2e8t−x−y+2e8t−y
+∞∫
x

K(x, z, t)e−zdz = 0. (3)

Ñäåëàåì â ýòîì èíòåãðàëüíîì óðàâíåíèè çàìåíó

K(x, y, t) = c1(t)ϕ1(x, t)e−κ1y =
√

2e4t−yϕ1(x, t).

Ïîäñòàâèâ ýòî ðàâåíñòâo â (3) è ñîêðàòèâ ðåçóëüòàò íà ìíîæè-
òåëü

√
2e−y, ïîëó÷èì óðàâíåíèå

e4tϕ1(x, t) +
√

2e8t−x + 2e12tϕ1(x, t)

+∞∫
x

e−2z dz = 0.

Òàêèì îáðàçîì, èìååì

ϕ1(x, t) = −
√

2e8t−x

e4t(1 + e8t−2x)
;
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ðåøåíèå æå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâèìî â âèäå

K(x, y, t) =
√

2e4t−yϕ1(x, t) = − 2ex−y

1 + e2x−8t
.

Ïóñòü ïîòåíöèàë u(x, t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè

∂u

∂t
− 6u

∂u

∂x
+
∂3u

∂x3
= 0, u(x, 0) = − 2

ch2 x
. (4)

Òîãäà ïî ôîðìóëå, ñâÿçûâàþùåé ïîòåíöèàë ñ ÿäðîì â òðåóãîëü-
íîì ïðåäñòàâëåíèè, íàõîäèì:

u(x, t) = −2
d

dx
[K(x, x; t)] = 4

d

dx

[
1

1 + e2x−8t

]
.

Âû÷èñëÿÿ ïðîèçâîäíóþ, èìååì

u(x, t) = − 8e2x−8t

(1 + e2x−8t)2
= − 2

ch2(x− 4t)
. (5)

Ýòî è åñòü èñêîìàÿ îêîí÷àòåëüíàÿ ôîðìóëà äëÿ ðåøåíèÿ ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé çàäà÷è Êîøè.

30. Óðàâíåíèå ÊäÔ èìååò ðåøåíèå, çàäàâàåìîå ñëåäóþùåé
ôîðìóëîé

u(x, t;α, x0) = − α2

2 ch2[α2 (x− x0)− α3t
2 ]
, (S)

ãäå x0 � ïðîèçâîëüíûé âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð è α > 0. Ïðè
x0 = 0 è α = 2 ôóíêöèÿ (S) ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì (5) óðàâíåíèÿ
ÊäÔ.
Ðàâåíñòâî (S) îïðåäåëÿåò âîëíó, ðàñïðîñòðàíÿþùóþñÿ âäîëü

îñè x ñ ñîõðàíåíèåì ïåðâîíà÷àëüíîé ôîðìû è ñî ñêîðîñòüþ α2.
Àìïëèòóäà ýòîé âîëíû ðàâíà α2/2.
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Îïðåäåëåíèå. Âîëíà íåèçìåííîé âî âðåìåíè ôîðìû, ðåøàþ-
ùàÿ óðàâíåíèå ÊäÔ è ðàñïðîñòðàíÿþùàÿñÿ âäîëü ÷èñëîâîé îñè
ñî ñêîðîñòüþ, ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíîé àìïëèòóäå êîëåáàíèé,
íàçûâàåòñÿ ñîëèòîíîì.

Îñîáûé èíòåðåñ ê ðåøåíèÿì âèäà (S) îáúÿñíÿåòñÿ ïîìèìî
âñåãî ïðî÷åãî õàðàêòåðîì èõ âçàèìîäåéñòâèÿ äðóã ñ äðóãîì.
Îïèøåì ýòîò ïðîöåññ êà÷åñòâåííî íà ïðèìåðå äâóõ ñîëèòîíîâ.
Ïóñòü èìååòñÿ äâå ôóíêöèè

u(x, t;αj, x0j), j = 1, 2,

âèäà (S) ñ ïàðàìåòðàìè α = αj è x0 = x0j ñîîòâåòñòâåííî, ïðè-
÷åì

α1 > α2 è x02 − x01 � 1.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó Êîøè

∂u

∂t
− 6u

∂u

∂x
+
∂3u

∂x3
= 0,

u(x, 0) = u(x, 0;α1, x01) + u(x, 0;α2, x02),

è èññëåäóåì ïîâåäåíèå åå ðåøåíèÿ ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ t.
Ïðè t = 0 âîëíû u(x, 0;α1, x01) è u(x, 0;α2, x02) âçàèìîäåé-

ñòâóþò î÷åíü ñëàáî: èõ ñóììà â îêðåñòíîñòè êàæäîé èç òî÷åê
x0j ïî÷òè ñîâïàäàåò ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ñëàãàåìûì.
Áîëåå òîãî ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ t âîëíû u(x, t;α1, x01) è

u(x, t;α2, x02) ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ âäîëü ÷èñëîâîé îñè ïðàêòè÷å-
ñêè íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà.
Ñî âðåìåíåì ñîëèòîí u(x, t;α1, x01), èìåþùèé ñêîðîñòü ðàñ-

ïðîñòðàíåíèÿ α2
1 > α2

2, äîãîíÿåò ñîëèòîí u(x, t;α2, x02) è ïðîèñ-
õîäèò êàêîå-òî èõ íåëèíåéíîå âçàèìîäåéñòâèå. Çàòåì, îïÿòü æå
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ñ óâåëè÷åíèåì âðåìåíè t, âîëíû u(x, t;α1, x01) è u(x, t;α2, x02)

ðàñõîäÿòñÿ, íå èçìåíèâ ïðè ýòîì ñâîåé ïåðâîíà÷àëüíîé ôîð-
ìû, ïðè÷åì u(x, t;α1, x01) îêàçûâàåòñÿ âïåðåäè u(x, t;α2, x02)

ïðè âñåõ ïîñëåäóþùèõ t. Â äàëüíåéøåì ðàññìàòðèâàåìûå äâå
âîëíû âñå áîëåå óäàëÿþòñÿ äðóã îò äðóãà è ïðàêòè÷åñêè ïåðå-
ñòàþò âçàèìîäåéñòâîâàòü.
Àïïàðàò, ïîçâîëÿþùèé êîëè÷åñòâåííî îõàðàêòåðèçîâàòü âåñü

ïðîöåññ, ñâÿçàí ñ ïîíÿòèåì N -ñîëèòîííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ
ÊäÔ.

40. Ïóñòü ôóíêöèÿ u(x, t) ðåøàåò óðàâíåíèå ÊäÔ, ÿâëÿÿñü
ïðè ýòîì áåçîòðàæàòåëüíûì ïîòåíöèàëîì,ò.å. ñîîòâåòñòâóþùèé
u(x, t) êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ ðàâåí íóëþ: b(k, t) = 0. Óñòàíî-
âèì îáùèé âèä òàêîãî ïîòåíöèàëà.
Êàê óæå äîêàçàíî, áåçîòðàæàòåëüíûé ïîòåíöèàë u(x, t) ïðåä-

ñòàâèì â âèäå

u(x, t) = −2
∂

∂x

{
K(x, x; t)

}
, (6)

ãäå ôóíêöèÿ K(x, y; t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì èíòåãðàëüíîãî óðàâ-
íåíèÿ

K(x, y; t) +

N∑
m=1

c2
m(t)e−κm(x+y)+

N∑
m=1

c2
m(t)e−κmy

+∞∫
x

e−κmzK(x, z; t) dz = 0. (GLM)

Íåíóëåâûå êîýôôèöèåíòû cm(t) è êîíñòàíòû κm,m = 1, 2, . . . , N ,
â óðàâíåíèè (GLM) ïîä÷èíåíû óñëîâèÿì

cm(t) = cm(0)e4κ3
mt, κ1 > · · · > κN > 0. (7)
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Ïåðåä èññëåäîâàíèåì óðàâíåíèÿ (GLM) íà ðàçðåøèìîñòü ââå-
äåì ìàòðèöó C = (cmn(x; t)) ðàçìåðîâ N ×N ñî ñëåäóþùèìè
ýëåìåíòàìè

cmn(x; t) = cm(t)cn(t)
e−(κm+κn)x

κm + κn
.

Ýòà ìàòðèöà C ñèììåòðè÷íà.
Êðîìå òîãî äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî âåêòîðà u = (u1, . . . , uN)

ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

(Cu, u) =

N∑
n=1

N∑
m=1

cnuncmum
e−(κm+κn)x

κm + κn
=

N∑
n=1

N∑
m=1

cnuncmum

+∞∫
x

e−(κm+κn)z dz =

+∞∫
x

(
N∑
m=1

cmume
−κmz

)2

dz > 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà C ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, à åå
æîðäàíîâà ôîðìà ñîâïàäàåò ñ äèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé ñ ïîëî-
æèòåëüíûìè äèàãîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè � åå æå ñîáñòâåííû-
ìè ÷èñëàìè λj, j = 1, . . . , N .
Ñóììà E + C, ãäå E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðîâ N ×N ,

â êà÷åñòâå ñîáñòâåííûõ ÷èñåë èìååò ñóììû âèäà 1 + λj, ò.å.
ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûå âåëè÷èíû. Â ÷àñòíîñòè, îïðåäåëèòåëü
ìàòðèöû E + C òàêæå ñòðîãî ïîëîæèòåëåí:

∆ = ∆(x; t) = det
(
E + C(x, t)

)
> 0.
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Áîëåå òîãî ýòîò îïðåäåëèòåëü âñåãäà áîëüøå åäèíèöû:

∆(x; t) =

N∏
j=1

(1 + λj) > 1.

Èñïîëüçóåì ôóíêöèþ ∆(x; t) ÷òîáû óñòàíîâèòü îáùèé âèä áåç-
îòðàæàòåëüíîãî ïîòåíöèàëà.

Òåîðåìà. Óðàâíåíèå (GLM) ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (7) èìå-
åò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå K(x, y; t), äîïóñêàþùåå ïðè x = y

ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå

K(x, x; t) =
∂

∂x

{
ln ∆(x; t)

}
. (8)

Ñîîòâåòñòâóþùèé åìó áåçîòðàæàòåëüíûé ïîòåíöèàë u(x, t)

ïðè ýòîì èìååò âèä

u(x, t) = −2
∂2

∂x2

{
ln ∆(x; t)

}
. (9)

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâ-
íåíèÿ (GLM) â âèäå

K(x, y; t) = −
N∑
m=1

cm(t)ϕm(x, t)e−κmy. (10)

Ôóíêöèè ϕm(x, t) çäåñü � èñêîìûå.
Ïîäñòàâèâ ðàçëîæåíèå (10) â (GLM) è ïðèðàâíÿâ çàòåì íó-

ëþ êîýôôèöèåíòû ïðè êàæäîé èç ýêñïîíåíò âèäà e−κmy, ïîëó-
÷èì ïðè m = 1, . . . , N :

ϕm(x, t) +

N∑
n=1

cm(t)cn(t)
e−(κm+κn)x

κm + κn
ϕn(x, t) =cm(t)e−κmx. (11)
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Ýòè ðàâåíñòâà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíå-
íèé îòíîñèòåëüíî âåêòîðà íåèçâåñòíûõ (ϕ1(x, t), . . . ϕN(x, t)).
Ìàòðèöà ñèñòåìû (11) ñîâïàäàåò ñ ðàññìîòðåííîé âûøå ñóì-

ìîé E + C, à åå îïðåäåëèòåëü ∆(x; t) íèãäå íå ðàâåí íóëþ. Òåì
ñàìûì ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû (11). Íàéäåì
åãî ïî ïðàâèëó Êðàìåðà.
Ïóñòü Qmn îáîçíà÷àåò àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå ê ýëåìåí-

òó â m-é ñòðîêå è n-ì ñòîëáöå ìàòðèöû E + C, ò.å. àëãåáðàè-
÷åñêîå äîïîëíåíèå ê ýëåìåíòó

δnm + cm(t)cn(t)
e−(κm+κn)x

κm + κn
ýòîé ìàòðèöû. Çàìåíèâ â E + C ñòîëáåö ñ íîìåðîì n âåêòîðîì

↑
(
c1(t)e−κ1x, . . . , cN(t)e−κNx

)
èç ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû (11), ñîñ÷èòàåì çàòåì îïðåäåëèòåëü
ïîëó÷èâøåéñÿ ìàòðèöû. Ðàçëîæèâ åãî ïî ñòîëáöó ñ òåì æå
ñàìûì íîìåðîì n, ïîëó÷èì â ðåçóëüòàòå äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòå-
ìû (11) ïðåäñòàâëåíèå

ϕn(x, t) =
1

∆

N∑
m=1

cm(t)e−κmxQmn(x, t). (12)

Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ ó óðàâíåíèÿ (GLM)
äîêàçàíî.
Ïîäñòàâëÿÿ ôîðìóëó (12) â ðàçëîæåíèå (10) è ïîëàãàÿ x = y,

ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ

K(x, x; t) = −
N∑
m=1

cm(t)ϕm(x, t)e−κmx =
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− 1

∆

N∑
m=1

N∑
n=1

cncme
−(κm+κn)xQmn(x, t). (13)

Äâîéíóþ ñóììó â ïðàâîé ÷àñòè (13) çàïèøåì â ýêâèâàëåíòíîì
âèäå.
Ñ ýòîé öåëüþ ïðèìåíèì ñëåäóþùåå ïðàâèëî: ïðîèçâîäíàÿ îò

äåòåðìèíàíòà ∆(x; t) ðàçìåðîâ N ×N ðàâíà ñóììå N îïðåäå-
ëèòåëåé, êàæäûé èç êîòîðûõ ïîëó÷àåòñÿ çàìåíîé â ∆(x; t)

ñòîëáöà íà åãî æå (ñòîëáöà) ïðîèçâîäíóþ. Ïîëüçóÿñü ýòèì
ïðàâèëîì è ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî

∂

∂x

[
δnm+cmcn

e−(κm+κn)x

κm + κn

]
=−cmcne−(κm+κn)x,

ïîëó÷àåì

∂

∂x
∆ = −

N∑
m=1

N∑
n=1

cncme
−(κm+κn)xQmn(x, t).

Êîìáèíèðóÿ ýòî ñîîòíîøåíèå ñ (13), ïîëó÷àåì

K(x, x; t) =
1

∆

∂

∂x
∆(x; t) =

∂

∂x

{
ln ∆(x; t)

}
.

Ýòî è åñòü äîêàçûâàåìîå ðàâåíñòâî (8).
Ïîäñòàâëÿÿ (8) â (6), ïîëó÷àåì è âòîðîå èç äîêàçûâàåìûõ

ñîîòíîøåíèé � ðàâåíñòâî (9).
Óñòàíîâèì òåïåðü åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâ-

íåíèÿ (GLM). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååòñÿ äâà åãî ðåøåíèÿ �
ôóíêöèèK1(x, y; t) èK2(x, y; t). Èõ ðàçíîñòü � ôóíêöèÿK(x, y; t)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

K(x, y; t) +

N∑
m=1

c2
m(t)e−κmy

+∞∫
x

e−κmzK(x, z; t)dz = 0.
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Ïåðåïèøåì åãî â ýêâèâàëåíòíîì âèäå, ââåäÿ îáîçíà÷åíèÿ

ϕm(x, t) = cm(t)

+∞∫
x

e−κmzK(x, z; t)dz, m=1, . . . , N.

Ïîëó÷èì â ðåçóëüòàòåK(x, y; t) = −
N∑
m=1

cm(t)ϕm(x, t)e−κmy.Ïîä-

ñòàâëÿÿ ýòî ðàâåíñòâî â îäíîðîäíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå
äëÿ ðàçíîñòè K(x, y; t), ïîëó÷èì äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ϕm(x, t)

ñëåäóþùóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé:

ϕm(x, t) +

N∑
n=1

cmcn
e−(κm+κn)x

κm + κn
ϕn(x, t) = 0, m=1, . . . , N.

Ìàòðèöà E + C ýòîé ñèñòåìû, êàê óæå äîêàçàíî, íåâûðîæäåíà.
Ñëåäîâàòåëüíî, åå ðåøåíèå òîæäåñòâåííî íóëåâîå. Ýòî îçíà÷à-
åò, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûå ðåøåíèÿ K1(x, y; t) è K2(x, y; t) äðóã
ñ äðóãîì ñîâïàäàþò.

Çàäà÷à. Âûÿñíèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ôóíêöèÿ

u(x, t) = −2
∂2

∂x2

{
ln ∆(x; t)

}
(14)

ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (ÊäÔ) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàáîðà 2N íåíó-
ëåâûõ ïîñòîÿííûõ cm(0) è κm, m = 1, . . . , N , óäîâëåòâîðÿþ-
ùèõ (7).

Ïðåîáðàçóåì ôîðìóëó (14) â ñëó÷àå N = 1 è â ïðåäïîëîæå-
íèè, ÷òî c2

1(0) = 2κ1 = α. Èìååì ïðè ýòîì

∆(x; t) = 1 + c2
1(t)

e−2κ1x

2κ1
.
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Ó÷èòûâàÿ, ÷òî c2
1(t) = c2

1(0)e8κ3
1t = 2κ1e

8κ3
1t, ïîëó÷àåì äàëåå

∆(x; t) = 1 + e8κ3
1t−2κ1x = 1 + eα

3t−αx.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ïðîèçâîäíîé îò ëîãàðèôìà èìååò ìåñòî
ôîðìóëà

∂

∂x

{
ln ∆(x; t)

}
=

−α
1 + eα3t−αxe

α3t−αx= (−α)

(
1− 1

1 + eα3t−αx

)
.

Äàëåå èìååì

∂2

∂x2

{
ln ∆(x; t)

}
=

α2

(1 + eα3t−αx)2
eα

3t−αx,

Ïîäñòàâèâ ýòî ðàâåíñòâî â (14), ïîëó÷èì

u(x, t) = − 2α2

(1 + eα3t−αx)2
eα

3t−αx,

èëè, ÷òî òî æå ñàìîå:

u(x, t) = − α2

2 ch2
[
α
2x−

α3t
2

]. (15)

Ýòî ðàâåíñòâî ñîâïàäàåò ñ (S) ïðè x0 = 0.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèè âèäà (14) íàçûâàþò N -ñîëèòîíàìè.

Âìåñòî N -ñîëèòîíîâ ãîâîðÿò òàêæå î ìíîãîñîëèòîííûõ ðå-
øåíèÿõ óðàâíåíèÿ ÊäÔ.

40. Ïóñòü ôóíêöèÿ u(x, t) ðåøàåò óðàâíåíèå ÊäÔ, ÿâëÿÿñü
ïðè ýòîì áåçîòðàæàòåëüíûì ïîòåíöèàëîì,ò.å. ñîîòâåòñòâóþùèé
u(x, t) êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ ðàâåí íóëþ: b(k, t) = 0. Êàê
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óæå äîêàçàíî, îáùèé âèä òàêîãî ïîòåíöèàëà çàäàåòñÿ ôîðìó-
ëîé

u(x, t) = −2
∂2

∂x2

{
ln ∆(x; t)

}
, (16)

ãäå ÷åðåç ∆(x; t) îáîçíà÷åí îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû E + C, à ýëå-
ìåíòû ñèììåòðè÷íîé è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé ìàòðèöû

C = (cmn(x; t))

ðàçìåðîâ N ×N îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè

cmn(x; t) = cm(t)cn(t)
e−(κm+κn)x

κm + κn
. (17)

Çäåñü êîýôôèöèåíòû cm(t) è êîíñòàíòû κm, m = 1, 2, . . . , N ,
íåíóëåâûå è ïîä÷èíåíû óñëîâèÿì

cm(t) = cm(0)e4κ3
mt 6= 0, κ1 > · · · > κN > 0. (18)

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ âèäà (1) íàçûâàåòñÿ N -ñîëèòîííûì
ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ ÊäÔ.

Âìåñòî N -ñîëèòîíîâ ãîâîðÿò òàêæå î ìíîãîñîëèòîííûõ ðå-
øåíèÿõ óðàâíåíèÿ ÊäÔ. Èññëåäóåì àñèìïòîòèêó òàêîãî ðîäà
ðåøåíèé ïðè t→ ±∞. Òåîðåìå îá àñèìïòîòèêå áåçîòðàæàòåëü-
íîãî ïîòåíöèàëà ïðåäïîøëåì ðÿä îïðåäåëåíèé, îáîçíà÷åíèé è
ëåìì.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü ÷èñëà ai, bi, i = 1, . . . , p, ïîëîæèòåëü-
íû. Ìàòðèöó âèäà

Kp(a, b) =

(
1

ai + bj

)p
i,j=1

íàçûâàþò ìàòðèöåé Êîøè, à åå îïðåäåëèòåëü � äåòåðìèíàí-
òîì Êîøè.
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Ëåììà. Äåòåðìèíàíò Êîøè ðàâåí

det Kp(a, b) =

∏
16i<j6p

(ai − aj)(bi − bj)∏
16i,j6p

(ai + bj)
. (19)

Ëåììà äîêàçûâàåòñÿ èíäóêöèåé ïî p (ïðîâåäèòå ñîîòâåòñòâó-
þùèå ðàññóæäåíèÿ ñàìîñòîÿòåëüíî).
Èç ôîðìóëû (4) ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî åñëè âñå ÷èñëà ai,

i = 1, . . . , p, ðàçëè÷íû è ïðè ýòîì ai = bi äëÿ âñåõ i = 1, . . . , p,
òî îïðåäåëèòåëü det Kp(a, b) ñòðîãî ïîëîæèòåëåí.
Â ïîñëåäóþùèõ íàøèõ âûêëàäêàõ áóäåì îïåðèðîâàòü ìàòðè-

öåé Êîøè, ñîîòâåòñòâóþùåé ñëó÷àþ a = b = (κ1, . . . ,κN) = κ,
ò.å. ìàòðèöåé âèäà

K̂(p) ≡


1

κ1+κ1
. . . 1

κ1+κp
1

κ2+κ1
. . . 1

κ2+κp... · · · ...
1

κp+κ1
· · · 1

κp+κp

.
Êðîìå òîãî íàì ïîíàäîáèòñÿ ìàòðèöà, ïîëó÷àþùàÿñÿ èç K̂(p)

çàìåíîé ýëåìåíòîâ åå ïîñëåäíåãî ñòîëáöà íà åäèíèöû:

Lp =


1

κ1+κ1
. . . 1

κ1+κp−1
1

1
κ2+κ1

. . . 1
κ2+κp−1

1
... · · · · · · ...
1

κp+κ1
· · · 1

κp+κp−1
1

.
Äåòåðìèíàíòû ìàòðèö K̂(p) è Lp îïðåäåëåííûì îáðàçîì ñâÿçà-
íû ìåæäó ñîáîé.
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Ëåììà. Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

det K̂(p) =

p−1∏
m=1

(κp − κm)

p∏
m=1

(κp + κm)

detLp, (20)

detLp =

p−1∏
m=1

(κp − κm)

p∏
m=1

(κp + κm)

det K̂(p−1). (20')

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëó÷èì ðàâåíñòâî (5), ïðîâåäÿ ýêâèâàëåíò-
íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ îïðåäåëèòåëÿ Êîøè det K̂(p).
Âû÷èòàÿ ïîñëåäíèé ñòîëáåö det K̂(p) èç êàæäîãî ïðåäûäó-

ùåãî, à ñàì ïîñëåäíèé ñòîëáåö îñòàâëÿÿ íåèçìåííûì, ïîëó÷èì
ðàâíûé èñõîäíîìó îïðåäåëèòåëü det K̂(p) ñëåäóþùåãî âèäà

det


1

κ1+κ1
− 1

κ1+κp . . . ( 1
κ1+κp−1

− 1
κ1+κp)

1
κ1+κp

1
κ2+κ1

− 1
κ2+κp . . . ( 1

κ2+κp−1
− 1

κ2+κp)
1

κ2+κp
... ... ... ...

1
κp+κ1

− 1
κp+κp · · · ( 1

κp+κp−1
− 1

κp+κp)
1

κp+κp

.
Ïîëüçóÿñü ðàâåíñòâîì

1

κm + κn
− 1

κm + κp
=

κp − κn
(κm + κn)(κm + κp)

,

âèäèì, ÷òî det K̂(p) ðàâåí ñëåäóþùåìó âûðàæåíèþ

det


κp−κ1

(κ1+κ1)(κ1+κp) . . .
κp−κp−1

(κ1+κp−1)(κ1+κp)
1

κ1+κp
κp−κ1

(κ2+κ1)(κ2+κp) . . .
κp−κp−1

(κ2+κp−1)(κ2+κp)
1

κ2+κp
... ... ... ...

κp−κ1

(κp+κ1)(κp+κp) . . .
κp−κp−1

(κp+κp−1)(κp+κp)
1

κp+κp

.
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Âûíîñÿ â ïîëó÷åííîì îïðåäåëèòåëå îáùèå ñîìíîæèòåëè ñíà-
÷àëà â ñòðîêàõ, à çàòåì � â ñòîëáöàõ, ïðèõîäèì ê èñêîìîìó
ðàâåíñòâó (5).
Ðàâåíñòâî (5') ïîëó÷èì, ïðîâåäÿ ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçî-

âàíèÿ îïðåäåëèòåëÿ detLp.
Âû÷èòàÿ ïîñëåäíþþ ñòðîêó detLp èç êàæäîé ïðåäûäóùåé, à

ñàìó ïîñëåäíþþ ñòðîêó îñòàâëÿÿ íåèçìåííîé, ïîëó÷èì ðàâíûé
èñõîäíîìó detLp îïðåäåëèòåëü ñëåäóþùåãî âèäà

det



1
κ1+κ1

− 1
κp+κ1

. . . 1
κ1+κp−1

− 1
κp+κp−1

0
1

κ2+κ1
− 1

κp+κ1
. . . 1

κ2+κp−1
− 1

κp+κp−1
0

... ... ... ...
1

κp−1+κ1
− 1

κp+κ1
· · · 1

κp−1+κp−1
− 1

κp+κp−1
0

1
κp+κ1

· · · 1
κp+κp−1

1

.
Ó÷èòûâàÿ åùå ðàç ðàâåíñòâî

1

κm + κn
− 1

κm + κp
=

κp − κn
(κm + κn)(κm + κp)

,

ïîëó÷àåì äëÿ detLp ñëåäóþùåå âûðàæåíèå

det



κp−κ1

(κ1+κ1)(κp+κ1) . . .
κp−κ1

(κ1+κp−1)(κp+κp−1) 0
κp−κ2

(κ2+κ1)(κp+κ1) . . .
κp−κ2

(κ2+κp−1)(κp+κp−1) 0
... · · · · · · ...

κp−κp−1

(κp−1+κ1)(κp+κ1) · · ·
κp−κp−1

(κp+κp−1)(κp+κp−1) 0
1

κp+κ1
· · · 1

κp+κp−1
1

.
Âûíîñÿ â ïîëó÷åííîì îïðåäåëèòåëå îáùèå ñîìíîæèòåëè ñíà÷à-
ëà â ñòðîêàõ è ñòîëáöàõ, à çàòåì ðàñêëàäûâàÿ ïîëó÷èâøèéñÿ
îïðåäåëèòåëü ïî ïîñëåäíåìó ñòîëáöó, ïðèõîäèì ê èñêîìîìó ðà-
âåíñòâó (5').
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Ëåêöèÿ 16.

ÒÅÌÀ: Ñîëèòîííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ÊäÔ. 40. Îáùèé âèä ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
ÊäÔ òèïà áåçîòðàæàòåëüíîãî ïîòåíöèàëà. Îïðåäåëåíèå N -ñîëèòîííîãî ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ ÊäÔ. Àñèìïòîòèêà òàêîãî ðåøåíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè.

40. Ïóñòü ôóíêöèÿ u(x, t) ðåøàåò óðàâíåíèå ÊäÔ, ÿâëÿÿñü
ïðè ýòîì áåçîòðàæàòåëüíûì ïîòåíöèàëîì,ò.å. ñîîòâåòñòâóþùèé
u(x, t) êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ ðàâåí íóëþ: b(k, t) = 0. Êàê
óæå äîêàçàíî, îáùèé âèä òàêîãî ïîòåíöèàëà çàäàåòñÿ ôîðìó-
ëîé

u(x, t) = −2
∂2

∂x2

{
ln ∆(x; t)

}
, (1)

ãäå ÷åðåç ∆(x; t) îáîçíà÷åí îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû E + C, à ýëå-
ìåíòû ñèììåòðè÷íîé è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé ìàòðèöû

C = (cmn(x; t))

ðàçìåðîâ N ×N îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè

cmn(x; t) = cm(t)cn(t)
e−(κm+κn)x

κm + κn
. (2)

Çäåñü êîýôôèöèåíòû cm(t) è êîíñòàíòû κm, m = 1, 2, . . . , N ,
íåíóëåâûå è ïîä÷èíåíû óñëîâèÿì

cm(t) = cm(0)e4κ3
mt 6= 0, κ1 > · · · > κN > 0. (3)

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ âèäà (1) íàçûâàåòñÿ N -ñîëèòîííûì
ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ ÊäÔ.

Âìåñòî N -ñîëèòîíîâ ãîâîðÿò òàêæå î ìíîãîñîëèòîííûõ ðå-
øåíèÿõ óðàâíåíèÿ ÊäÔ. Èññëåäóåì àñèìïòîòèêó òàêîãî ðîäà
ðåøåíèé ïðè t→ ±∞. Òåîðåìå îá àñèìïòîòèêå áåçîòðàæàòåëü-
íîãî ïîòåíöèàëà ïðåäïîøëåì ðÿä îïðåäåëåíèé, îáîçíà÷åíèé è
ëåìì.
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Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü ÷èñëà ai, bi, i = 1, . . . , p, ïîëîæèòåëü-
íû. Ìàòðèöó âèäà

Kp(a, b) =

(
1

ai + bj

)p
i,j=1

íàçûâàþò ìàòðèöåé Êîøè, à åå îïðåäåëèòåëü � äåòåðìèíàí-
òîì Êîøè.

Ëåììà. Äåòåðìèíàíò Êîøè ðàâåí

det Kp(a, b) =

∏
16i<j6p

(ai − aj)(bi − bj)∏
16i,j6p

(ai + bj)
. (4)

Ëåììà äîêàçûâàåòñÿ èíäóêöèåé ïî p (ïðîâåäèòå ñîîòâåòñòâó-
þùèå ðàññóæäåíèÿ ñàìîñòîÿòåëüíî).
Èç ôîðìóëû (4) ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî åñëè âñå ÷èñëà ai,

i = 1, . . . , p, ðàçëè÷íû è ïðè ýòîì ai = bi äëÿ âñåõ i = 1, . . . , p,
òî îïðåäåëèòåëü det Kp(a, b) ñòðîãî ïîëîæèòåëåí.
Â ïîñëåäóþùèõ íàøèõ âûêëàäêàõ áóäåì îïåðèðîâàòü ìàòðè-

öåé Êîøè, ñîîòâåòñòâóþùåé ñëó÷àþ a = b = (κ1, . . . ,κN) = κ,
ò.å. ìàòðèöåé âèäà

K̂(p) ≡


1

κ1+κ1
. . . 1

κ1+κp
1

κ2+κ1
. . . 1

κ2+κp... · · · ...
1

κp+κ1
· · · 1

κp+κp

.
Êðîìå òîãî íàì ïîíàäîáèòñÿ ìàòðèöà, ïîëó÷àþùàÿñÿ èç K̂(p)
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çàìåíîé ýëåìåíòîâ åå ïîñëåäíåãî ñòîëáöà íà åäèíèöû:

Lp =


1

κ1+κ1
. . . 1

κ1+κp−1
1

1
κ2+κ1

. . . 1
κ2+κp−1

1
... · · · · · · ...
1

κp+κ1
· · · 1

κp+κp−1
1

.
Äåòåðìèíàíòû ìàòðèö K̂(p) è Lp îïðåäåëåííûì îáðàçîì ñâÿçà-
íû ìåæäó ñîáîé.

Ëåììà. Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

det K̂(p) =

p−1∏
m=1

(κp − κm)

p∏
m=1

(κp + κm)

detLp, (5)

detLp =

p−1∏
m=1

(κp − κm)

p∏
m=1

(κp + κm)

det K̂(p−1). (5')

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëó÷èì ðàâåíñòâî (5), ïðîâåäÿ ýêâèâàëåíò-
íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ îïðåäåëèòåëÿ Êîøè det K̂(p).
Âû÷èòàÿ ïîñëåäíèé ñòîëáåö det K̂(p) èç êàæäîãî ïðåäûäó-

ùåãî, à ñàì ïîñëåäíèé ñòîëáåö îñòàâëÿÿ íåèçìåííûì, ïîëó÷èì
ðàâíûé èñõîäíîìó îïðåäåëèòåëü det K̂(p) ñëåäóþùåãî âèäà

det


1

κ1+κ1
− 1

κ1+κp . . . ( 1
κ1+κp−1

− 1
κ1+κp)

1
κ1+κp

1
κ2+κ1

− 1
κ2+κp . . . ( 1

κ2+κp−1
− 1

κ2+κp)
1

κ2+κp
... ... ... ...

1
κp+κ1

− 1
κp+κp · · · ( 1

κp+κp−1
− 1

κp+κp)
1

κp+κp

.
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Ïîëüçóÿñü ðàâåíñòâîì

1

κm + κn
− 1

κm + κp
=

κp − κn
(κm + κn)(κm + κp)

,

âèäèì, ÷òî det K̂(p) ðàâåí ñëåäóþùåìó âûðàæåíèþ

det


κp−κ1

(κ1+κ1)(κ1+κp) . . .
κp−κp−1

(κ1+κp−1)(κ1+κp)
1

κ1+κp
κp−κ1

(κ2+κ1)(κ2+κp) . . .
κp−κp−1

(κ2+κp−1)(κ2+κp)
1

κ2+κp
... ... ... ...

κp−κ1

(κp+κ1)(κp+κp) . . .
κp−κp−1

(κp+κp−1)(κp+κp)
1

κp+κp

.
Âûíîñÿ â ïîëó÷åííîì îïðåäåëèòåëå îáùèå ñîìíîæèòåëè ñíà-
÷àëà â ñòðîêàõ, à çàòåì � â ñòîëáöàõ, ïðèõîäèì ê èñêîìîìó
ðàâåíñòâó (5).
Ðàâåíñòâî (5') ïîëó÷èì, ïðîâåäÿ ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçî-

âàíèÿ îïðåäåëèòåëÿ detLp.
Âû÷èòàÿ ïîñëåäíþþ ñòðîêó detLp èç êàæäîé ïðåäûäóùåé, à

ñàìó ïîñëåäíþþ ñòðîêó îñòàâëÿÿ íåèçìåííîé, ïîëó÷èì ðàâíûé
èñõîäíîìó detLp îïðåäåëèòåëü ñëåäóþùåãî âèäà

det



1
κ1+κ1

− 1
κp+κ1

. . . 1
κ1+κp−1

− 1
κp+κp−1

0
1

κ2+κ1
− 1

κp+κ1
. . . 1

κ2+κp−1
− 1

κp+κp−1
0

... ... ... ...
1

κp−1+κ1
− 1

κp+κ1
· · · 1

κp−1+κp−1
− 1

κp+κp−1
0

1
κp+κ1

· · · 1
κp+κp−1

1

.

Ó÷èòûâàÿ åùå ðàç ðàâåíñòâî

1

κm + κn
− 1

κm + κp
=

κp − κn
(κm + κn)(κm + κp)

,
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ïîëó÷àåì äëÿ detLp ñëåäóþùåå âûðàæåíèå

det



κp−κ1

(κ1+κ1)(κp+κ1) . . .
κp−κ1

(κ1+κp−1)(κp+κp−1) 0
κp−κ2

(κ2+κ1)(κp+κ1) . . .
κp−κ2

(κ2+κp−1)(κp+κp−1) 0
... · · · · · · ...

κp−κp−1

(κp−1+κ1)(κp+κ1) · · ·
κp−κp−1

(κp+κp−1)(κp+κp−1) 0
1

κp+κ1
· · · 1

κp+κp−1
1

.
Âûíîñÿ â ïîëó÷åííîì îïðåäåëèòåëå îáùèå ñîìíîæèòåëè ñíà÷à-
ëà â ñòðîêàõ è ñòîëáöàõ, à çàòåì ðàñêëàäûâàÿ ïîëó÷èâøèéñÿ
îïðåäåëèòåëü ïî ïîñëåäíåìó ñòîëáöó, ïðèõîäèì ê èñêîìîìó ðà-
âåíñòâó (5').

Ñëåäñòâèå. Èç ðàâåíñòâ (5)�(5') ïîëó÷àåì

det K̂(p)

detLp
=

detLp

det K̂(p−1)
=

p−1∏
m=1

(κp − κm)

p∏
m=1

(κp + κm)

. (6)

Âìåñòå ñ äàííûìè {cm(t),κm}, m = 1, . . . , N , ïîä÷èíåííûìè
óñëîâèÿì (3), ðàññìîòðèì åùå äâà âåêòîðà

ξ+ = (ξ+
1 , . . . , ξ

+
N) è ξ− = (ξ−1 , . . . , ξ

−
N)

ñ êîìïîíåíòàìè

ξ+
m =

1

2κm
ln

c2
m(0)

2κm

m−1∏
j=1

(
κj − κm
κj + κm

)2
 (7)

è, ñîîòâåòñòâåííî,

ξ−m =
1

2κm
ln

c2
m(0)

2κm

N∏
j=m+1

(
κm − κj
κm + κj

)2
. (7')
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Êðîìå òîãî íà ïëîñêîñòè ïåðåìåííûõ (x, t) êàæäîìó èç ïà-
ðàìåòðîâ κm ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ïîëîñó øèðèíû 2C, èìå-
þùóþ â êà÷åñòâå îñè ñèììåòðèè ïðÿìóþ x− 4κ2

mt = 0:

Πm(C) = {(x, t) | |x− 4κ2
mt| 6 C}.

Òåîðåìà (àñèìïòîòèêà áåçîòðàæàòåëüíîãî ïîòåíöèàëà). Åñëè
òî÷êà (x, t), íàõîäÿñü â ïîëîñå Πm(C), ñòðåìèòñÿ ïðè t→ +∞
ê áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êå, òî ðàçíîñòü ìåæäó áåçîòðà-
æàòåëüíûì ïîòåíöèàëîì

u(x, t) = −2
∂2

∂x2

{
ln ∆(x; t)

}
è ñîëèòîíîì

u+
m(x, t) = − 2κm

ch2[κm(x− 4κ2
mt− ξ+

m)]
(8)

ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.
Åñëè æå (x, t), íàõîäÿñü â ïîëîñå Πm(C), ñòðåìèòñÿ ê áåñ-

êîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êå ïðè t→ −∞, òî ê íóëþ ñòðåìèòñÿ
ðàçíîñòü ìåæäó ïîòåíöèàëîì u(x, t) è ñîëèòîíîì

u−m(x, t) = − 2κm
ch2[κm(x− 4κ2

mt− ξ−m)]
. (8')

Äîêàçàòåëüñòâî. ßäðî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (GLM), ñ ïî-
ìîùüþ êîòîðîãî ñòðîèòñÿ ïîòåíöèàë u(x, t), èìååò ñëåäóþùèé
âèä

K(x, y; t) = −
N∑
m=1

cm(t)ϕm(x, t)e−κmy. (9)
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Ôóíêöèè ϕm(x, t) çäåñü óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåé ñèñòåìå óðàâ-
íåíèé

ϕm(x, t) + cm(t)

N∑
n=1

cn(t)
e−(κm+κn)x

κm + κn
ϕn(x, t) = cm(t)e−κmx,

m = 1, . . . , N.

Ïîëàãàÿ km(x, t) = cm(t)ϕm(x, t)e−κmx, çàïèøåì ïîñëåäíþþ ñè-
ñòåìó â ýòèõ íîâûõ ïåðåìåííûõ:

e2κmx

c2
m(t)

km(x, t) +

N∑
n=1

kn(x, t)

κm + κn
= 1, m = 1, . . . , N. (10)

Äèôôåðåíöèðóÿ ýòè ðàâåíñòâà ïî x, ïîëó÷àåì ñèñòåìó äëÿ
k′m(x, t) = ∂km/∂x:

e2κmx

c2
m(t)

k′m(x, t) +

N∑
n=1

k′n(x, t)

κm + κn
= −2κme2κmx

c2
m(t)

km(x, t), (11)

m = 1, . . . , N.

Êàê âûòåêàåò èç (9), ôóíêöèÿ K(x, y; t) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç
êîýôôèöèåíòû km(x, t) ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå

K(x, y; t) = −
N∑
m=1

eκmxkm(x, t)e−κmy.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ïîòåíöèàëà u(x, t) ñïðàâåäëèâî òàêîå ïðåä-
ñòàâëåíèå:

u(x, t) = −2
∂

∂x
K(x, x; t) = 2

N∑
n=1

k′n(x, t). (12)
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Èññëåäóåì àñèìïòîòèêó u(x, t) íà áåñêîíå÷íîñòè îïèðàÿñü íà
ïðåäñòàâëåíèå (12), íî ïðåæäå óòî÷íèì, êàê èìåííî òî÷êà (x, t)

ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè íåîãðàíè÷åííîì âîçðàñòàíèè t.
Çàôèêñèðóåì íîìåð p, 1 6 p 6 N , è ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè

âñåõ t > 0 òî÷êè x = x(t) ëåæàò íà ïðÿìîé x− 4κ2
pt = ξ∗, öå-

ëèêîì ñîäåðæàùåéñÿ â ïîëîñå Πp(C), ò.å. |ξ∗| 6 C. ßñíî, ÷òî
x(t)→ +∞ ïðè t→ +∞. Ââåäÿ îáîçíà÷åíèÿ

Am(ξ∗) =
e2κmξ∗

c2
m(0)

6= 0, m = 1, . . . N,

âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî c2
m(t) = c2

m(0)e8κ3
mt, à òàêæå ñîîòíîøå-

íèÿìè

e2κmx−8κ3
mt = e2κm(x−4κ2

pt)+8κm(κ2
p−κ2

m)t =e2κmξ∗−8κm(κ2
m−κ2

p)t.

Òîãäà ïîëó÷èì

e2κmx

c2
m(t)

=
e2κmx−8κ3

mt

c2
m(0)

= Am(ξ∗)e
−8κm(κ2

m−κ2
p)t.

Ïîäñòàâèâ ýòè ñîîòíîøåíèÿ â (10)�(11), ïåðåïèøåì èõ â ýêâè-
âàëåíòíîì âèäå. Èìååì ñíà÷àëà èç (10):

Am(ξ∗)e
−8κm(κ2

m−κ2
p)tkm(x, t)+

N∑
n=1

kn(x, t)

κm + κn
= 1, (13)

à çàòåì èç (11):

Am(ξ∗)e
−8κm(κ2

m−κ2
p)tk′m(x, t) +

N∑
n=1

k′n(x, t)

κm + κn
=

= −2κmAm(ξ∗)e
−8κm(κ2

m−κ2
p)tkm(x, t). (14)
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Çäåñü m = 1, . . . , N .
Íàì èíòåðåñíû îãðàíè÷åííûå ïðè t→ +∞ ðåøåíèÿ kn(x, t)

è k′n(x, t) ñèñòåì (10)�(11). Íàéäåì ñîîòâåòñòâóþùèå ïðåäåëû.
Ïóñòü ñíà÷àëà m > p, ò.å. m = p + 1, . . . , N . Òîãäà κ2

m < κ2
p.

Äîìíîæàÿ m-å óðàâíåíèå ñèñòåìû (10) íà e8κm(κ2
m−κ2

p)t è ïåðå-
õîäÿ ê ïðåäåëó ïðè t→ +∞, ïîëó÷èì

km(x, t)
∣∣
t→+∞ = 0, m = p + 1, . . . , N. (15)

Ïóñòü òåïåðü m 6 p, òîãäà κ2
m > κ2

p. Ïåðåõîäÿ â ýòîì ñëó÷àå ê
ïðåäåëó ïðè t→ +∞ è ïîëüçóÿñü (15), ïîëó÷èì

p∑
n=1

kn(x, t)

κm + κn

∣∣∣
t→+∞

== 1− δpmAp(ξ∗)kp(x, t)
∣∣
t→+∞. (16)

Çäåñü δpm � ñèìâîë Êðîíåêåðà. Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî èç ñè-
ñòåìû (14) íàõîäèì

k′m(x, t)
∣∣
t→+∞ = 0, m = p + 1, . . . , N. (17)

Äàëåå ñ ó÷åòîì (17) èìååì äëÿ m = 1, . . . , p:

p∑
n=1

k′n(x, t)

κm + κn

∣∣∣
t→+∞

=−δpmAp(ξ∗)
[
2κpkp(x, t) + k′p(x, t)

] ∣∣∣
t→+∞

.

(18)
Ðàâåíñòâà (16) áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê ñèñòåìó ëèíåéíûõ

óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî âåëè÷èí km(x, t)
∣∣
t→+∞, m = 1, . . . , p.

Ìàòðèöà ñèñòåìû (16) � ýòî ìàòðèöà Êîøè

K̂(p) =

(
1

κi + κj

)p
i,j=1
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ñ ïîëîæèòåëüíûì îïðåäåëèòåëåì. Ïî ïðàâèëó Êðàìåðà ïîëó-
÷àåì òåïåðü

km(x, t)
∣∣
t→+∞ =

det K̂
(p)
m

det K̂(p)
, m = 1, . . . , p. (19)

Çäåñü ìàòðèöà K̂(p)
m ïîëó÷àåòñÿ çàìåíîém-ãî ñòîëáöà â ìàòðèöå

K̂(p) íà ñëåäóþùèé âåêòîð-ñòîëáåö âûñîòû p:

↑
(

1, . . . , 1, 1− δpmAp(ξ∗)kp(x, t)
∣∣
t→+∞

)
.

Íàïðèìåð, K̂(p)
p ðàâíà ñëåäóþùåé ìàòðèöå

1
κ1+κ1

. . . 1
κ1+κp−1

1
1

κ2+κ1
. . . 1

κ2+κp−1
1

... · · · ... ...
1

κp−1+κ1
. . . 1

κp−1+κp−1
1

1
κp+κ1

· · · 1
κp+κp−1

1− Ap(ξ∗)kp
∣∣
t→+∞

.

Ðàñêðûâàÿ îïðåäåëèòåëü K̂(p)
m â (18) ïî m-ìó ñòîëáöó è îáîçíà-

÷àÿ àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå ê ýëåìåíòó (n,m) â îïðåäåëè-
òåëå det K̂(p) ÷åðåç K̂nm, ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ

km(x, t)
∣∣
t→+∞=

1

det K̂(p)

[
p∑

n=1

K̂nm − Ap(ξ∗)kp(x, t)
∣∣
t→+∞K̂pm

]
.

Âçÿâ çäåñü m = p è âîñïîëüçîâàâøèñü îïðåäåëåíèåì ìàòðèöû
Lp, â ñèëó êîòîðîãî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

p∑
n=1

K̂np = detLp,
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ïîëó÷èì [
det K̂(p)+Ap(ξ∗)K̂pp

]
kp(x, t)

∣∣
t→+∞=detLp. (20)

Ó÷èòûâàÿ åùå, ÷òî K̂pp = det K̂(p−1), ïîëó÷àåì èç (20):

kp(x, t)
∣∣
t→+∞=

detLp

det K̂(p)+Ap(ξ∗) det K̂(p−1)
. (21)

Àíàëîãè÷íî, ðàâåíñòâà (18) � ýòî ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâ-
íåíèé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ k′m(x, t)

∣∣
t→+∞, m = 1, . . . , p.

Ìàòðèöà ñèñòåìû (18) � ýòî âñå òà æå ìàòðèöà Êîøè K̂(p) ñ
ïîëîæèòåëüíûì îïðåäåëèòåëåì. Ïî ïðàâèëó Êðàìåðà ïîëó÷à-
åì ïðè m = 1, . . . , p:

k′m(x, t)
∣∣
t→+∞=−Ap(ξ∗)K̂pm

det K̂(p)

[
2κpkp(x, t) + k′p(x, t)

] ∣∣∣
t→+∞

. (22)

Ïîëàãàÿ çäåñüm = p è ó÷èòûâàÿ, ÷òî K̂pp = det K̂(p−1), íàõîäèì
äàëåå

k′p(x, t)
∣∣
t→+∞ =− 2κpAp(ξ∗) det K̂(p−1)

det K̂(p) + Ap(ξ∗)K̂pp

kp(x, t)
∣∣∣
t→+∞

. (23)

Ïîäñòàâèâ â ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà (23) âûðàæåíèå kp(x, t)
∣∣∣
t→+∞

èç (21), ïðåäñòàâèì k′p(x, t)
∣∣
t→+∞ â ñëåäóþùåì âèäå

− 2κpAp(ξ∗) det K̂(p−1) detLp[
det K̂(p) + Ap(ξ∗) det K̂(p−1)

]2 . (24)

Äàëåå, ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ
N∑
m=1

k′m(x, t)
∣∣
t→+∞ =

p∑
m=1

k′m(x, t)
∣∣
t→+∞. (25)
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Çäåñü èñïîëüçîâàíû ðàâåíñòâà (17). Ïîäñòàâëÿÿ â ïðàâóþ ÷àñòü (25)
ïðåäñòàâëåíèÿ (22), èìååì äàëåå

p∑
m=1

k′m(x, t)
∣∣
t→+∞=

−Ap(ξ∗)
[
2κpkp(x, t) + k′p(x, t)

] ∣∣∣
t→+∞

det K̂(p)

p∑
m=1

K̂pm.

Âîñïîëüçîâàâøèñü çäåñü ñîîòíîøåíèÿìè
p∑

m=1
K̂pm = detLp, ïî-

ëó÷èì
p∑

m=1

k′m(x, t)
∣∣
t→+∞=

−Ap(ξ∗) detLp

det K̂(p)

[
2κpkp(x, t) + k′p(x, t)

] ∣∣∣
t→+∞

.

(26)
Ïðåäåë â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà
ïîäñ÷èòàåì ñ ïîìîùüþ ôîðìóë (21) è (24):[

2κpkp(x, t) + k′p(x, t)
] ∣∣∣

t→+∞
=

2κp detLp

det K̂(p) + Ap(ξ∗) det K̂(p−1)

{
1− Ap(ξ∗) det K̂(p−1)

det K̂(p) + Ap(ξ∗) det K̂(p−1)

}
,

èëè[
2κpkp(x, t) + k′p(x, t)

] ∣∣∣
t→+∞

=
2κp detLp det K̂(p)

[det K̂(p) + Ap(ξ∗) det K̂(p−1)]2
.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ðàâåíñòâî â (26), èìååì
p∑

m=1

k′m(x, t)
∣∣
t→+∞=

−2κpAp(ξ∗)(detLp)
2

[det K̂(p)+Ap(ξ∗) det K̂(p−1)]2
.

Ðàçäåëèâ ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü äðîáè â ïðàâîé ÷àñòè íà

(detLp)
2 è âîñïîëüçîâàâøèñü ñîîòíîøåíèåì u(x, t) = 2

N∑
n=1

k′n(x, t),
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ïîëó÷èì

u(x, t)
∣∣
t→+∞= 2

p∑
m=1

k′m(x, t)
∣∣
t→+∞,

è äàëåå

u(x, t)
∣∣
t→+∞ ==

−4κpAp(ξ∗)[
det K̂(p)

detLp
+ Ap(ξ∗)

det K̂(p−1)

detLp

]2 . (27)

Êàê óæå óñòàíîâëåíî (6), èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

det K̂(p)

detLp
=

detLp

det K̂(p−1)
=

p−1∏
m=1

(κp − κm)

p∏
m=1

(κp + κm)

=
1

2κp

p−1∏
m=1

κp − κm
κp + κm

.

Ïîëüçóÿñü èìè â (1), ïîëó÷àåì

u(x, t)
∣∣
t→+∞ =

−16κ3
pAp(ξ∗)

p−1∏
m=1

(
κp+κm
κp−κm)2

[
1 + 2κpAp(ξ∗)

p−1∏
m=1

(
κp+κm
κp−κm)2

]2 . (28)

Âñïîìèíàÿ îáîçíà÷åíèå (7), íàõîäèì

ξ+
p =

1

2κp
ln
c2
p(0)

2κp
+

1

κp

p−1∑
j=1

ln
κj − κp
κj + κp

.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ξ∗ = x− 4κ2
pt è c2

p(0)Ap(ξ∗) = e2κpξ∗, ïîëó÷àåì
èç (1):

u(x, t)
∣∣
t→+∞∼

−8κ2
pe

2κp(ξ−ξ+
p )[

1 + e2κp(ξ−ξ+
p )
]2 ==

−2κ2
p

ch2[κp(x− 4κ2
pt− ξ+

p )]
.
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Ýòî àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî íà ëþáîé êðèâîé
x = x(t), ëåæàùåé â ïîëîñå Πp(C) è ñòðåìÿùåéñÿ ê áåñêîíå÷íî-
ñòè ïðè t→ +∞, ðàçíèöà ìåæäó ïîòåíöèàëîì u(x, t) è ñîëèòî-
íîì

u+
p (x, t) = − 2κp

ch2[κp(x− 4κ2
pt− ξ+

m)]

ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Àñèìïòîòèêà ïîòåíöèàëà u(x, t) ïðè t→ −∞
èññëåäóåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Â óñëîâèè ïðåäûäóùåé òåîðåìû ïàðàìåòð m ìîæåò ïðèíè-
ìàòü ïðîèçâîëüíûå çíà÷åíèÿ îò 1 äî N . Ïðè ýòîì â êàæäîé èç
ïîëîñ Πm(C) ïîòåíöèàë u(x, t) èìååò ïðè t→ +∞ ñâîå àñèìï-
òîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå. Â îáúåäèíåíèè æå ïîëîñ Πm(C) ïî
âñåì äîïóñòèìûì m ïîòåíöèàë u(x, t) âåäåò ñåáÿ ïðè t→ +∞

êàê ñóììà ñîëèòîíîâ
N∑
m=1

u+
m(x, t), à ïðè t→ −∞ � êàê ñóììà

ñîëèòîíîâ
N∑
m=1

u−m(x, t).

Òàêèì îáðàçîì, ïîòåíöèàë u(x, t) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü â ëþ-
áîé ìîìåíò âðåìåíè êàê ðåçóëüòàò âçàèìîäåéñòâèÿ N ñîëèòî-
íîâ u−m(x, t), m = 1, . . . , N , êîòîðûå ñ ðàçíûìè ñêîðîñòÿìè ðàñ-
ïðîñòðàíÿþòñÿ âäîëü îñè x èç −∞ â +∞, ïðåâðàùàÿñü â ïðå-
äåëå â ñîëèòîíû u+

m(x, t), m = 1, . . . , N .
Ïðè ýòîì ñîëèòîíû u−m(x, t) è u+

m(x, t) èìåþò îäèíàêîâóþ
ôîðìó, íî ðàçëè÷íûå ôàçû, ñäâèã êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ ôîð-
ìóëîé:

ξ+
m − ξ−m =

1

κm

m−1∑
j=1

ln
κj − κm
κj + κm

−
N∑

j=m+1

ln
κm − κj
κm + κj

.
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ÒÅÌÀ: Íåëèíåéíûå âîëíû â ñðåäàõ ñ äèññèïàöèåé: óðàâíåíèå Áþðãåðñà. 10. Óðàâ-
íåíèå Áþðãåðñà. 20. Ïðåîáðàçîâàíèå Êîóëà�Õîïôà. 30. Ïîâåäåíèå ðåøåíèé óðàâ-
íåíèÿ Áþðãåðñà ïðè ìàëîé âÿçêîñòè. 40. Ñòàöèîíàðíàÿ óäàðíàÿ âîëíà. 50. Àâòî-
ìîäåëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Áþðãåðñà.

10. Â íàñòîÿùåé ëåêöèè áóäåò ðàññìîòðåí ñëó÷àé âîëíîâûõ
ïðîöåññîâ, ñîïðîâîæäàþùèõñÿ äèññèïàòèâíûìè ýôôåêòàìè. Ìî-
äåëüíûì óðàâíåíèåì ïðè ýòîì íàì ïîñëóæèò óðàâíåíèå Áþð-
ãåðñà

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= ν

∂2u

∂x2
. (1)

Ðàññìîòðåííîå ðàíåå óðàâíåíèå ïðîñòûõ âîëí óäîáíî ðàññìàò-
ðèâàòü êàê ïðåäåë óðàâíåíèÿ Áþðãåðñà ïðè ν → 0. Çàìåòèì,
÷òî óðàâíåíèå (1) äîïóñêàåò çàïèñü â âèäå çàêîíà ñîõðàíåíèÿ

∂ρ

∂t
+
∂q

∂x
= 0, (1')

ãäå ρ � ïëîòíîñòü ñîõðàíÿþùåéñÿ âåëè÷èíû, q = Q(ρ)− νρx �
ïîòîê. Òî÷íåå, óðàâíåíèå (1) èìååò âèä çàêîíà ñîõðàíåíèÿ (1'),
â êîòîðîì ρ = u è Q(ρ) = ρ2/2, ò.å. ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó

∂u

∂t
+

∂

∂x

(
u2

2
− ν∂u

∂x

)
= 0.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî èíòåãðàë
∫
u(x, t) dx ïîñòîÿíåí âî âðåìåíè,

ò.å. ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ.
Óðàâíåíèå Áþðãåðñà çàïèñûâàåòñÿ òàêæå â èíîé ôîðìå:

∂u

∂x
− αu∂u

∂t
= δ

∂2u

∂t2
. (2)

Â ýòîì âèäå óðàâíåíèå ñîäåðæèò ïðîèçâîäíóþ ïî êîîðäèíàòå
òîëüêî ïåðâîãî ïîðÿäêà, ÷òî áîëåå óäîáíî ïðè ðàññìîòðåíèè
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çàäà÷è ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì (çàäà÷è î ðàñïðîñòðàíåíèè ñèã-
íàëà). Óðàâíåíèå æå â ôîðìå (1) áîëåå ïîäõîäèò äëÿ çàäà÷è ñ
íà÷àëüíûì óñëîâèåì.
Óðàâíåíèå Áþðãåðñà â âèäå (2) ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ â íåëè-

íåéíîé àêóñòèêå è îáîáùåíî íà ñëó÷àé öèëèíäðè÷åñêèõ, ñôåðè-
÷åñêèõ âîëí è âîëí â ñðåäàõ ñ ðåëàêñàöèåé. Îòìåòèì, ÷òî äèññè-
ïàòèâíûå ýôôåêòû ñïîñîáíû ïðèîñòàíîâèòü óêðó÷åíèå âîëíû
è ïðèâåñòè ê îáðàçîâàíèþ óäàðíîé âîëíû.

20. Î÷åâèäíî, ÷òî óðàâíåíèå Áþðãåðñà (1) ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé íåëèíåéíóþ ìîäèôèêàöèþ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè

∂ϕ

∂t
= ν

∂2ϕ

∂x2
. (3)

Ãîðàçäî âàæíåå, îäíàêî, òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî óðàâíåíèå Áþð-
ãåðñà óäàåòñÿ ñâåñòè ê ëèíåéíîìó óðàâíåíèþ (3) ñ ïîìîùüþ
ñïåöèàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, íàéäåííîãî íåçàâèñèìî Êîóëîì
è Õîïôîì.
Ïðîâåäåì ïðåîáðàçîâàíèå Êîóëà�Õîïôà â äâà ýòàïà. Ñíà÷à-

ëà ïîëîæèì u = ψx. Ïðè ýòîì óðàâíåíèå (1) ïîñëå îäíîêðàòíî-
ãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïî dx ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

∂ψ

∂t
+

1

2

(
∂ψ

∂x

)2

= ν
∂2ψ

∂x2
. (4)

Ïîëàãàÿ çäåñü ψ = −2ν lnϕ, íàõîäèì

∂ψ

∂t
= −2ν

ϕt
ϕ
,

1

2

(
∂ψ

∂x

)2

=
1

2

(
2νϕx
ϕ

)2

,

ν
∂2ψ

∂x2
= −2ν2 ∂

∂x

(
ϕx
ϕ

)
= −2ν2ϕxxϕ− ϕ2

x

ϕ2
.
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Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ýòèõ âûðàæåíèé â (4) ïîëó÷àåì

−2ν
ϕt
ϕ

+
1

2

(
2νϕx
ϕ

)2

= −2ν2ϕxxϕ− ϕ2
x

ϕ2
.

Ñîêðàùàÿ â îáåèõ ÷àñòÿõ ñëàãàåìûå, ñîäåðæàùèå ϕ2
x, èìååì

óðàâíåíèå

−2ν
ϕt
ϕ

= −2ν2ϕxx
ϕ

⇔ ϕt = νϕxx.

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå Áþðãåðñà (1) ïðè ïîìîùè çàìåíû

u = −2ν
∂

∂x
(lnϕ) (5)

ïåðåõîäèò â óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè (3).
Åñëè çàäàíî íà÷àëüíîå óñëîâèå u(x, 0) = F (x), ãäå F (x) áûñò-

ðîóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ, òî äëÿ ôóíêöèè ϕ èìååì ñëåäóþùåå
óñëîâèå:

ϕ(x, 0) = exp

− 1

2ν

x∫
0

F (y) dy

 ≡ Φ(x). (6)

Ôóíêöèÿ Φ(x) çäåñü íåïðåðûâíà è îãðàíè÷åíà íà âñåé ÷èñëîâîé
îñè.
Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ñ íà÷àëüíûì óñëîâè-

åì (6) íàõîäèì ïî ôîðìóëå Ïóàññîíà:

ϕ(x, t) =
1√

4πνt

∞∫
−∞

Φ(η) exp

[
−(x− η)2

4νt

]
dη.

Ââåäÿ çäåñü îáîçíà÷åíèå

G(η;x, t) =

η∫
0

F (ξ) dξ +
(x− η)2

2t
,
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ïåðåïèøåì ïîëó÷åííóþ äëÿ ϕ(x, t) ôîðìóëó â âèäå

ϕ(x, t) =
1√

4πνt

∞∫
−∞

exp

(
−G(η;x, t)

2ν

)
dη.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ðàâåíñòâî â (5), ïîëó÷àåì

u(x, t) =

∞∫
−∞

x−η
t exp

(
−G(η;x,t)

2ν

)
dη

∞∫
−∞

exp
(
−G(η;x,t)

2ν

)
dη

. (7)

Ôîðìóëû (6) è (7) ïîçâîëÿþò, â ïðèíöèïå, ïîëó÷àòü òî÷íûå
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Áþðãåðñà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íà÷àëüíîãî
âîëíîâîãî ïðîôèëÿ.
Êîíå÷íî, äàëåêî íå âñåãäà èíòåãðàëû, âõîäÿùèå â ýòè ôîðìó-

ëû, àíàëèòè÷åñêè âû÷èñëèìû. Îäíàêî â ðÿäå âàæíûõ ñëó÷àåâ
ýòî ñäåëàòü óäàåòñÿ.

30. Èññëåäóåì ïîâåäåíèå ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Áþðãåðñà ïðè
ν � 1. Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü âîïðîñ:
ñòðåìÿòñÿ ëè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Áþðãåðñà â ïðåäåëå ïðè

ν → 0 ê ñîîòâåòñòâóþùèì ðàçðûâíûì ðåøåíèÿì óðàâíåíèÿ
ïðîñòûõ âîëí?
Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ν � 1 ýêñïîíåíòà

exp

(
−G(η;x, t)

2ν

)
â ïîäûíòåãðàëüíûõ âûðàæåíèÿõ ôîðìóëû (7) ìàëà âñþäó, çà
èñêëþ÷åíèåì îêðåñòíîñòåé òåõ òî÷åê η, â êîòîðûõ ôóíêöèÿ
G(η;x, t) äîñòèãàåò ìèíèìóì. Ñòàöèîíàðíûå òî÷êè ôóíêöèè
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G(η;x, t) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

∂G

∂η
(η;x, t) = 0 ⇔ F (η)− x− η

t
= 0.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ó ýòîãî óðàâíåíèÿ èìååòñÿ åäèíñòâåííîå ðå-
øåíèå η = ξ(x, t), ò.å. ÷òî òî÷êà ξ(x, t) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíå-
íèþ

F (ξ)− x− ξ
t

= 0 (8)

è ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìèíèìóìà ôóíêöèè G(η;x, t) ïî ïåðâîìó àð-
ãóìåíòó. Òîãäà èìååì

G′′(ξ) ≡ ∂2G

∂η2
(ξ;x, t) > 0.

Ðàçëîæèì ôóíêöèþ G(η;x, t) â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè
òî÷êè ξ ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó, îñòàâèâ â ýòîì ðàçëîæåíèè ëèøü
äâà ïåðâûõ íå îáðàùàþùèõñÿ â íóëü ñëàãàåìûõ:

G(η;x, t) ≈ G(ξ;x, t) +
(η − ξ)2

2
G′′(ξ).

Èñïîëüçóåì ýòî àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâåíñòâî äëÿ ïðèáëèæåíèÿ
èíòåãðàëà âèäà

I ≡
∞∫

−∞

g(η)e(−G(η)
2ν ) dη,

ãäå ôóíêöèÿ g(η) ìåíÿåòñÿ ìåäëåííî ïî ñðàâíåíèþ ñ ýêñïîíåí-
òîé. Ïîäñòàâèâ ïîä èíòåãðàë I ïîëó÷åííîå âûøå àñèìïòîòè÷å-
ñêîå ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè G(η;x, t), ïðèäåì ê ñîîòíîøåíèþ

I ≈ g(ξ)e−
G(ξ)
2ν

∞∫
−∞

e−
(η−ξ)2G′′(ξ)

4ν dη.
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Ïðàâóþ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà ïðåîáðàçóåì ñ ïîìîùüþ çàìåíû

ζ2 =
(η − ξ)2G′′(ξ)

4ν
.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

I ≈ g(ξ)e−
G(ξ)
2ν

√
4ν

G′′(ξ)

∞∫
−∞

e−ζ
2
dζ,

èëè

I ≈

√
4πν

G′′(ξ)
g(ξ)e−

G(ξ)
2ν .

Ïðèáëèæàÿ ïî ýòîé ôîðìóëå èíòåãðàëû â ÷èñëèòåëå è çíà-
ìåíàòåëå ðàâåíñòâà (7), ïðèäåì ê ñëåäóþùåìó ñîîòíîøåíèþ

u(x, t) ≈ x− ξ(x, t)

t
= F (ξ). (9)

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî â ñèëó îïðåäåëåíèÿ (8) òî÷êè
ξ. Ïîëó÷åííîå äëÿ u(x, t) ïðåäñòàâëåíèå ïåðåïèøåì â âèäå äâóõ
ðàâåíñòâ

u = F (ξ), x− ξ = F (ξ)t. (10)

Êàê âèäíî èç (10), ôóíêöèÿ u(x, t) óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

u = F (x− ut). (10')

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî, êàê âû ïîìíèòå, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåÿâ-
íîå çàäàíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ ïðîñòûõ âîëí:

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= 0, u(x, 0) = F (x).

Â îòëè÷èå îò îäíîçíà÷íûõ è íåïðåðûâíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ
Áþðãåðñà, îïðåäåëÿåìûõ ñîîòíîøåíèåì (7), ôîðìóëà (10) ïðåä-
ñêàçûâàåò îïðîêèäûâàíèå âîëíû.
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Êàê áûëî ïîêàçàíî ðàíåå, âîëíà îïðîêèäûâàåòñÿ, åñëè â ñî-
îòâåòñòâóþùèé ìîìåíò âðåìåíè ïåðåñåêàþòñÿ êàê ìèíèìóì äâå
õàðàêòåðèñòèêè óðàâíåíèÿ ïðîñòûõ âîëí. Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì
ñëó÷àå èìååòñÿ äâå ñòàöèîíàðíûå òî÷êè ξj = ξj(x, t), j = 1, 2,
óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèþ (8).
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â âûðàæåíèè (7) íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü

âêëàä îò îáåèõ òî÷åê ξ1 è ξ2, ÷òî äàåò íàì ðàâåíñòâî

u ≈
x−ξ1

t
√
G′′(ξ1)

e−G1/2ν + x−ξ2
t
√
G′′(ξ2)

e−G2/2ν

1√
G′′(ξ1)

e−G1/2ν + 1√
G′′(ξ2)

e−G2/2ν
, (11)

ãäå Gj = G(ξj), j = 1, 2.
Åñëè G1 < G2, òî â ôîðìóëå (11) äîìèíèðóþò ÷ëåíû, ñîäåð-

æàùèå G1, è

u(x, t) ≈ x− ξ1(x, t)

t
= F (ξ1).

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå äîìèíèðóþò ÷ëåíû, ñîäåðæàùèå G2, è

u(x, t) ≈ x− ξ2(x, t)

t
= F (ξ2).

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé, ïðèáëèæåí-
íî óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèþ ïðîñòîé âîëíû è ñîåäèíåííûõ
ïåðåõîäíîé îáëàñòüþ, øèðèíà êîòîðîé ïðîïîðöèîíàëüíà ν.

40. Íàéäåì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Áþðãåðñà â âèäå ñòàöèîíàð-
íîé óäàðíîé âîëíû.
Ñòàöèîíàðíûìè íàçûâàþòñÿ âîëíû, êîòîðûå ðàñïðîñòðà-

íÿþòñÿ âäîëü îñè x ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ U , íå èçìåíÿÿ
ïðè ýòîì ñâîåé ôîðìû.
Ðåøåíèÿ òàêîãî òèïà çàâèñÿò îò x è t â êîìáèíàöèè ξ = x− Ut,

ò.å. èìåþò âèä u = u(x−Ut).
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Íàïîìíèì, ÷òî óðàâíåíèå Áþðãåðñà çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= ν

∂2u

∂x2
.

Èñêîìîå åãî ðåøåíèå â âèäå ñòàöèîíàðíîé óäàðíîé âîëíû
ïîä÷èíèì äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèÿì íà áåñêîíå÷íîñòè:

lim
x→+∞

u(x, t) = u1, lim
x→−∞

u(x, t) = u2. (12)

Çäåñü u2 > u1. Êðîìå òîãî ïîòðåáóåì, ÷òîáû ïðåäåëû ïðîèçâîä-
íîé u′(ξ) ïðè ξ → ±∞ ðàâíÿëèñü íóëþ:

lim
ξ→+∞

u′(ξ) = 0, lim
ξ→−∞

u′(ξ) = 0. (12')

Ïîäñòàâëÿÿ ôóíêöèþ u(x− Ut) â óðàâíåíèå (1), ïîëó÷àåì
îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

−Uu′(ξ) +

(
u2(ξ)

2

)′
= νu′′(ξ).

Øòðèõè çäåñü îáîçíà÷àþò äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî ξ.
Èíòåãðèðóÿ ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå ñíà÷àëà ïî îòðåçêó (−∞, ξ),

à çàòåì ïî îòðåçêó (ξ,+∞), ñ ó÷åòîì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (12)-
(12') ïîëó÷èì:

−Uu(ξ) +
u2(ξ)

2
− νu′(ξ) = −Uu1 +

u2
1

2
, (13')

−Uu(ξ) +
u2(ξ)

2
− νu′(ξ) = −Uu2 +

u2
2

2
. (13�)

Âû÷èòàÿ âòîðîå óðàâíåíèå èç ïåðâîãî, íàõîäèì

U =
u1 + u2

2
, (14)
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ò.å. ñêîðîñòü óäàðíîé âîëíû îïèñûâàåòñÿ â òî÷íîñòè òåì æå
âûðàæåíèåì, ÷òî è ñêîðîñòü ðàçðûâà.
Ïîëüçóÿñü (14), ïîëó÷àåì èç (13'):

νu′(ξ) =
(u− u1)(u− u2)

2
.

Ýòî îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿþ-
ùèìèñÿ ïåðåìåííûìè. Èíòåãðèðóÿ åãî, ïîëó÷àåì ôóíêöèþ u â
íåÿâíîì âèäå êàê ðåøåíèå ñëåäóþùåãî óðàâíåíèÿ:

1

u2 − u1
ln
u2 − u
u− u1

=
ξ − ξ0

2ν
. (15)

Ïîñòîÿííàÿ ξ0 çäåñü îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå ôðîíòà óäàðíîé
âîëíû è åå ìîæíî ïîëîæèòü ðàâíîé íóëþ áåç îãðàíè÷åíèÿ îáù-
íîñòè.
Ðàçðåøàÿ óðàâíåíèå (15) îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé u, íàõî-

äèì åå ÿâíûé âèä

u(ξ) = u1 +
u2 − u1

1 + exp
(
u2−u1

2ν ξ
). (16)

èëè, ÷òî òî æå ñàìîå:

u(x, t) = u1 +
u2 − u1

1 + exp
(
u2−u1

2ν (x− Ut)
). (16')

Ââîäÿ àìïëèòóäó óäàðíîé âîëíû

um = (u2 − u1)/2,

çàïèøåì âûðàæåíèå (16) â ýêâèâàëåíòíîì âèäå

u(ξ) = U − um th

(
umξ

2ν

)
= U − um th

(
ξ

∆

)
, (17)
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ãäå ∆ = 2ν
um

� õàðàêòåðíàÿ øèðèíà ôðîíòà óäàðíîé âîëíû. Ýòà
âåëè÷èíà îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíà àìïëèòóäå âîëíû è ïðÿìî
ïðîïîðöèîíàëüíà ν.
Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó Êîøè

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= ν

∂2u

∂x2
, u(x, 0) = F (x),

â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî íà÷àëüíûé ïðîôèëü âîëíû ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ñòóïåíüêó:

F (x) = u1 ïðè x > 0,

F (x) = u2 ïðè x < 0.

Çäåñü u2 > u1. Ïðèìåíèì íàéäåííóþ ðàíåå ôîðìóëó äëÿ ðåøå-
íèÿ ýòîé çàäà÷è:

u(x, t) =

∞∫
−∞

x−η
t exp

(
−G(η;x,t)

2ν

)
dη

∞∫
−∞

exp
(
−G(η;x,t)

2ν

)
dη

. (18)

Äëÿ ôóíêöèè G(η;x, t) â ôîðìóëå (18) èìååì ñëåäóþùåå âûðà-
æåíèå

G(η;x, t) =

η∫
0

F (ξ) dξ +
(x− η)2

2t
,

èëè, â ïðèìåíåíèè ê ñòóïåí÷àòîìó ïðîôèëþ:

G(η;x, t) = u1η +
(x− η)2

2t
≡ G1 ïðè η > 0,

G(η;x, t) = u2η +
(x− η)2

2t
≡ G2 ïðè η < 0.
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Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

Ej = exp

(
−x

2 − (x− ujt)2

4νt

)
, j = 1, 2,

òîãäà ïîëó÷èì

exp

(
−Gj

2ν

)
= Ej exp

(
−(η − x + ujt)

2

4νt

)
.

Òåïåðü âû÷èñëèì èíòåãðàë â çíàìåíàòåëå ôîðìóëû (18).
Ñíà÷àëà ðàçáèâàåì åãî íà äâà ñëàãàåìûõ:

∞∫
−∞

e(−
G
2ν ) dη =

0∫
−∞

e

(
−G2

2ν

)
dη +

∞∫
0

e

(
−G1

2ν

)
dη,

à çàòåì ïðè ïîìîùè çàìåíû ζ2 =
(η−x+ujt)

2

4νt ïîëó÷àåì
∞∫

−∞

e(−
G
2ν ) dη =

=
√
πνt

[
E1erfc

(
−x− u1t√

4νt

)
+ E2erfc

(
x− u2t√

4νt

)]
.

Çäåñü erfc � ñïåöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ, íàçûâàåìàÿ äîïîëíèòåëü-
íûì èíòåãðàëîì âåðîÿòíîñòåé (èëè äîïîëíèòåëüíûì èíòå-
ãðàëîì îøèáîê):

erfc(z) = 1− erf(z) =
2√
π

∞∫
z

e−t
2
dt.

Âû÷èñëèì åùå èíòåãðàë â ÷èñëèòåëå ôîðìóëû (18). Èìååì
0∫

−∞

x− η
t

exp

(
−G2(η;x, t)

2ν

)
dη =
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= −
0∫

−∞

η − x + u2t

t
exp

(
−G2(η;x, t)

2ν

)
dη+

+u2

0∫
−∞

exp

(
−G2(η;x, t)

2ν

)
dη.

Ïåðâûé èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè ïðåîáðàçóåòñÿ ñ ïîìîùüþ çà-
ìåíû ζ = (η−x+u2t)

2

4νt , âòîðîé æå èíòåãðàë óæå âû÷èñëåí ðàíåå.
Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì

0∫
−∞

x− η
t

exp

(
−G2(η;x, t)

2ν

)
dη =

√
πνtu2E2erfc

(
x− u2t√

4νt

)
+ 2νE2 exp

(
−(x− u2t)

2

4νt

)
=

=
√
πνtu2E2erfc

(
x− u2t√

4νt

)
+ 2ν exp

(
− x2

4νt

)
.

Àíàëîãè÷íîå âûðàæåíèå ïîëó÷àåì äëÿ èíòåãðàëà â ÷èñëèòåëå
ôîðìóëû (18), ñîäåðæàùåãî ôóíêöèþ G1(η;x, t):

∞∫
0

x− η
t

exp

(
−G1(η;x, t)

2ν

)
dη =

=
√
πνtu1E1erfc

(
−x− u1t√

4νt

)
− 2ν exp

(
− x2

4νt

)
.

Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëèòåëü â ôîðìóëå (18) ïðåäñòàâëåí êàê ñëå-
äóþùàÿ ñóììà

√
πνt

[
u1E1erfc

(
−x− u1t√

4νt

)
+ u2E2erfc

(
x− u2t√

4νt

)]
.
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Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì äëÿ ðåøåíèÿ u(x, t) ñëåäóþùåå âû-
ðàæåíèå

u(x, t) = u1 +
u2 − u1

1 + AE1/E2
,

ãäå

A = A(x, t) =
erfc

(
−x−u1t√

4νt

)
erfc

(
x−u2t√

4νt

) .

Íåòðóäíî ïîäñ÷èòàòü, ÷òî

E1

E2
= exp

(
(x− u1t)

2 − (x− u2t)
2

4νt

)
,

èëè
E1

E2
= exp

(
u2 − u1

2ν
(x− Ut)

)
,

ãäå U îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (14).
Îêîí÷àòåëüíî èìååì äëÿ ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è

Êîøè:
u(x, t) = u1 +

u2 − u1

1 + A exp
(
u2−u1

2ν (x− Ut)
).

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ôèêñèðîâàííîãî x/t èç èíòåðâàëà

u1 < x/t < u2

è ïðè t→∞ êîýôôèöèåíò A = A(x, t) ñòðåìèòñÿ ê åäèíèöå.
Òåì ñàìûì ïîëó÷åííîå ðåøåíèå u(x, t) ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ïðå-
âðàùàåòñÿ â ñòàöèîíàðíóþ óäàðíóþ âîëíó, ò.å. ïðèíèìàåò ñëå-
äóþùèé âèä:

u(x, t) = u1 +
u2 − u1

1 + exp
(
u2−u1

2ν (x− Ut)
).
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50. Ðàññìîòðèì åùå îäèí âàæíûé êëàññ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ
Áþðãåðñà, íàçûâàåìûõ àâòîìîäåëüíûìè. Ýòèì òåðìèíîì îáî-
çíà÷àþòñÿ ðåøåíèÿ, çàâèñÿùèå îò ïåðåìåííûõ x è t â îïðåäå-
ëåííîé êîìáèíàöèè, áëàãîäàðÿ ÷åìó çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê îáûêíî-
âåííîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ. Ïðîñòåéøèé ïðèìåð
àâòîìîäåëüíûõ ðåøåíèé äàþò óæå ðàññìîòðåííûå ñòàöèîíàð-
íûå âîëíû.
Ïîëàãàÿ t > 0 è ââîäÿ îáîçíà÷åíèå z = x/

√
t, áóäåì èñêàòü

ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Áþðãåðñà â âèäå

u(x, t) =
1√
t
ψ(z). (A)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ñîîòíîøåíèå â óðàâíåíèå (1), ïîëó÷àåì äëÿ

ψ(z) ñëåäóþùåå îáûêíîâåííîå óðàâíåíèå−ψ+zψ′

2 +
(
ψ2

2

)′
= νψ′′,

èëè (
ψ2 − zψ

2ν

)′
= ψ′′. (A′)

Áóäåì èñêàòü òå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (A′), êîòîðûå ëîêàëèçîâà-
íû â ïðîñòðàíñòâå, ò.å. óáûâàþò ê íóëþ íà áåñêîíå÷íîñòè âìå-
ñòå ñî âñåìè ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè. Èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå (A′)

ïî dz îäèí ðàç, ïîëó÷àåì ψ2−zψ
2ν = ψ′, èëè

ψ′ +
z

2ν
ψ =

1

2ν
ψ2.

Ýòî óðàâíåíèå Áåðíóëëè. Ñäåëàâ â íåì çàìåíó

ψ = −2ν
v′

v
,

ïîëó÷èì äëÿ ôóíêöèè v ñëåäóþùåå óðàâíåíèå zv′ = −2νv′′. Èí-

òåãðèðóÿ ýòî ñîîòíîøåíèå, ïîëó÷àåì v′(z) = exp
(
− z2

4ν

)
. Äàëåå
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èìååì v(z) =
z∫

0

e−
ξ2

4νdξ + C =
√

4ν

z√
4ν∫

0

e−ζ
2
dζ + C, èëè

v(z) =
√
πν

[
erf

(
z√
4ν

)
+ C

]
.

Çäåñü C � ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ, à ñïåöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ
erfc, íàçûâàåìàÿ èíòåãðàëîì âåðîÿòíîñòåé (èëè èíòåãðàëîì
îøèáîê), îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

erf(z) = 1− erfc(z) =
2√
π

z∫
0

e−t
2
dt.

Âîçâðàùàÿñü ê ïåðåìåííîé ψ, ïîëó÷àåì

ψ = −2ν
v′

v
= −2

√
ν

π

exp
(
− z2

4ν

)
erf
(

z√
4ν

)
+ C

.

Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííîå âûðàæåíèå ôóíêöèè ψ â (A), ïîëó÷àåì
èñêîìîå àâòîìîäåëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Áþðãåðñà:

u(x, t) = −2

√
ν

πt

exp
(
− x2

4νt

)
erf
(

x√
4νt

)
+ C

.

Ãðàôèê ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåñèììåò-
ðè÷íûé êîëîêîëîîáðàçíûé èìïóëüñ, êîòîðûé ñ òå÷åíèåì âðå-
ìåíè ðàñïëûâàåòñÿ è çàòóõàåò.
Óðàâíåíèå Áþðãåðñà èìååò è äðóãèå àâòîìîäåëüíûå ðåøå-

íèÿ. Ñóùåñòâóåò öåëûé ðàçäåë ìàòåìàòèêè, îñíîâàííûé íà òåî-
ðèè ãðóïï Ëè è ïîçâîëÿþùèé îòûñêàòü âñå àâòîìîäåëüíûå ïîä-
ñòàíîâêè, äîïóñêàåìûå òåì èëè èíûì óðàâíåíèåì.
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Ëåêöèÿ 17.

ÒÅÌÀ: Çàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè 10. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è Êîøè. 20.
Èíâàðèàíòíîñòü ìíîæåñòâà ðåøåíèé. 30. Âûâîä ôîðìóëû äëÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøå-
íèÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè. 40. Èíòåãðàë Ïóàññîíà êàê ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè. 50.
Ïðèìåð Êîâàëåâñêîé. 60. Ïðèìåð íååäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíå-
íèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè. 70. Ïðèíöèï ìàêñèìóìà.

10. Ïóñòü ôóíêöèÿ u = u(x, t) îò ïåðåìåííûõ (x, t) èç Rn+1

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè

∂u

∂t
= a2∆u (He)

ñ ïîñòîÿííûì ïîëîæèòåëüíûì êîýôôèöèåíòîì a2. Ïîñòàâèì
äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ çàäà÷ó Êîøè ñ äàííûìè ïðè t = 0.
Îòìåòèì, ÷òî ïëîñêîñòü t = 0 � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ äëÿ óðàâ-

íåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè, ÷òî äîëæíî ó÷èòûâàòüñÿ êàê ïðè ïî-
ñòàíîâêå çàäà÷è, òàê è â ïðîöåññå åå ðåøåíèÿ.

Çàäà÷à (Êîøè). Íàéòè ôóíêöèþ u(x, t) òàêóþ, ÷òî
∂u

∂t
= a2∆u ïðè t > 0,

u(x, 0) = ϕ(x) ïðè x ∈ Rn.
(CPHe)

Çäåñü ôóíêöèÿ ϕ(x) íåïðåðûâíà è îãðàíè÷åíà íà Rn.

Ñóùåñòâåííî, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è òðåáóåòñÿ íàéòè èìåííî
ïðè t > 0, à íå ïðè t < 0.

20. Ïðåæäå ÷åì ïðèâåñòè ôîðìóëó äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êî-
øè (CPHe), èññëåäóåì îáùèå ñâîéñòâà ìíîæåñòâà ðåøåíèé óðàâ-
íåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè. Ñäåëàåì â óðàâíåíèè (He) çàìåíó ïå-
ðåìåííûõ (x, t), ïîëîæèâ

x = αz, t = λs, ãäå α 6= 0, λ > 0. (TSD)
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Â ïåðåìåííûõ (z, s) êàæäîé ôóíêöèè u = u(x, t) ñîïîñòàâëåíà
ôóíêöèÿ v(z, s) = u(αz, λs) = u(x, t).
Åñëè ïîñòîÿííûå α, λ â (TSD) òàêîâû ÷òî λ = α2, à u(x, t)

ðåøàåò óðàâíåíèÿ (He), òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôóíêöèÿ v(z, s)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè â ïåðåìåí-
íûõ (z, s), ò.å.

∂u

∂s
= a2∆zv.

Ïðîâåðèì, ÷òî ýòî äåéñòâèòåëüíî òàê. Èìååì, î÷åâèäíî:

∂v

∂zj
=

n∑
k=1

∂u

∂xk

∂xk
∂zj

= α
∂u

∂xj
,

∂2v

∂zj2
= α2 ∂

2u

∂xj2
,

∂v

∂s
= λ

∂u

∂t
, ∆x =

1

α2
∆zv.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî u(x, t) ðåøàåò óðàâíåíèå (He), ïîëó÷àåì

∂v

∂s
= λ

∂u

∂t
= λa2∆xu = a2 λ

α2
∆zv = a2∆zv,

èáî ïî ïðåäïîëîæåíèþ λ = α2. Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ äåé-
ñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè
â ïåðåìåííûõ (z, s).
Ñâîéñòâî ðåøåíèé u(x, t) óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ïåðå-

õîäèòü ïðè çàìåíå (TSD), â êîòîðîé λ = α2, â ðåøåíèÿ v(z, s)

òàêîãî æå óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè, íî óæå â íîâûõ ïå-
ðåìåííûõ, ôîðìóëèðóþò èíîãäà ïî-äðóãîìó. Èìåííî, ãîâîðÿò,
÷òî óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè (He) èíâàðèàíòíî îòíîñè-
òåëüíî îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé

x =
√
λz, t = λs, ãäå λ > 0. (TSD′)
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Óïðàæíåíèå. Óáåäèòåñü, ÷òî ïðè λ > 0 ïðåîáðàçîâàíèÿ âè-
äà (TSD′) ïðîñòðàíñòâà Rn+1 îáðàçóþò ãðóïïó.

30. Âåðíåìñÿ ê óðàâíåíèþ (He) è íàéäåì ñïåöèàëüíîå åãî
ðåøåíèå u∗(x, t), îáëàäàþùåå ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèåé ïî ïðî-
ñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì, ò.å. òàêîå, ÷òî

u∗(x, t) = u∗(|x|, t) ∀x ∈ Rn è ∀ t > 0.

Ïîòðåáóåì åùå, ÷òîáû ôóíêöèÿ u∗(|x|, t) îñòàâàëàñü �ïî÷òè�
íåèçìåííîé ïðè çàìåíå (TSD′) ñ ïðîèçâîëüíûì λ > 0. Òî÷íåå,
ïîòðåáóåì âûïîëíåíèÿ ñëåäóþùåãî ñîîòíîøåíèÿ:

u∗(|x|, t) = λn/2u∗(
√
λ|x|, λt), λ > 0. (1)

Êðîìå òîãî ïîä÷èíèì u∗(x, t) åùå äâóì óñëîâèÿì:
u∗(|x|, 0) = 0 ïðè x 6= 0,∫
Rn

u∗(|x|, t) dx = 1 ïðè t > 0.
(2)

Ïðåäïîëîæèâ, ÷òî ôóíêöèÿ u∗(|x|, t) ñ íóæíûìè ñâîéñòâàìè
ñóùåñòâóåò, íàéäåì å¼.
Çàôèêñèðîâàâ x 6= 0 è t > 0, ïîëîæèì â (1) λ = 1/t > 0. Òî-

ãäà ïîëó÷èì

u∗(|x|, t) =
1

tn/2
u∗

(
|x|√
t
, 1

)
≡ 1

tn/2
g

(
|x|√
t

)
.

Òàêèì îáðàçîì, èñêîìîå ðåøåíèå u∗(|x|, t) áóäåò íàéäåíî, åñëè
áóäåò óêàçàíà ôóíêöèÿ g(ξ) = u∗(ξ, 1) îäíîé ïåðåìåííîé ξ > 0.
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Ëåììà. Ôóíêöèÿ u∗(|x|, t) = 1
tn/2

g
(
|x|√
t

)
ðåøàåò óðàâíåíèå òåï-

ëîïðîâîäíîñòè (He) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôóíêöèÿ
g(ξ) = u∗(ξ, 1) óäîâëåòâîðÿåò ïðè ξ > 0 îáûêíîâåííîìó äèô-
ôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

2a2g′′(ξ)+

(
ξ +

2a2(n− 1)

ξ

)
g′(ξ)+ ng(ξ) = 0. (3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u∗(|x|, t) ðåøàåò óðàâíåíèå òåïëîïðî-
âîäíîñòè (He). Òîãäà

∂u∗
∂t

= a2 ∂
2u∗
∂r2

+ a2 n− 1

r

∂u∗
∂r

, ãäå r = |x|.

Ýòî ñîîòíîøåíèå åñòü íè ÷òî èíîå, êàê óðàâíåíèå òåïëîïðî-
âîäíîñòè ñ ëàïëàñèàíîì ∆x, çàïèñàííûì â ñôåðè÷åñêèõ êîîð-
äèíàòàõ, â ïðèìåíåíèè ê ôóíêöèè u∗(r, t). Äîêàæåì, ÷òî äëÿ
ôóíêöèè g(ξ) = u∗(ξ, 1) â ýòîì ñëó÷àå èìååò ìåñòî (3).

Äèôôåðåíöèðóÿ ïî r è t ðàâåíñòâî u∗(r, t) = 1
tn/2

g
(

r√
t

)
, ïî-

ëó÷àåì

∂u∗
∂r

=
1

t
n
2 +1

2

g′
(
r√
t

)
,

∂2u∗
∂r2

=
1

t
n
2 +1

g′′
(
r√
t

)
,

∂u∗
∂t

= − n

2t
n
2 +1

g

(
r√
t

)
+

1

tn/2
g′
(
r√
t

)
(−r)
2t3/2

=

= − 1

2t
n
2 +1

[
ng

(
r√
t

)
+

r√
t
g′
(
r√
t

)]
.

Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííûå âûðàæåíèÿ äëÿ ïðîèçâîäíûõ â óðàâíå-
íèå

∂u∗
∂t

= a2 ∂
2u∗
∂r2

+ a2 n− 1

r

∂u∗
∂r

,



Ëåêöèÿ 17 259

ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ

− 1

2t
n
2 +1

[
ng

(
r√
t

)
+

r√
t
g′
(
r√
t

)]
=

a2

t
n
2 +1

g′′
(
r√
t

)
+
a2(n− 1)

r

1

t
n+1

2

g′
(
r√
t

)
.

Âçÿâ çäåñü ξ = r/
√
t è äîìíîæèâ îáå ÷àñòè íà 2t

n
2 +1, ïðèäåì ê

óðàâíåíèþ (3).
Îáðàòíûå ðàññóæäåíèÿ ïîêàçûâàþò äîñòàòî÷íîñòü (3) äëÿ

âûïîëíåíèÿ (He).

Ïåðâîå èç ñîîòíîøåíèé (2) íàêëàäûâàåò íà ïîâåäåíèå ôóíê-
öèè g(ξ) ïðè ξ → +∞ äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ. Òî÷íåå, èç
óñëîâèÿ u∗(r, 0) = 0 ïðè r 6= 0 è ñîîòíîøåíèÿ

u∗(r, t) =
1

tn/2
g

(
r√
t

)
(4)

ñëåäóåò, ÷òî

lim
ξ→+∞

ξng(ξ) = rn lim
t→+0

u∗(r, t) = 0. (5)

Àíàëîãè÷íî, èç óñëîâèÿ
∂u∗
∂r

(r, 0) = 0 ïðè r 6= 0 è ñîîòíîøåíèé

g (ξ) = t
n
2u∗(
√
tξ, t), g′ (ξ) = t

n+1
2
∂u∗
∂r

(
√
tξ, t) (4')

âûòåêàåò, ÷òî
lim

ξ→+∞
ξn+1g′(ξ) = 0. (6)

Ðåøèì óðàâíåíèå (3) ñ óñëîâèÿìè (5) � (6).
Äîìíîæèâ îáå ÷àñòè (3) íà ξn−1, ïîëó÷èì

2a2 ξn−1 g′′(ξ) +
{
ξn + 2a2(n− 1)ξn−2

}
g′(ξ)++nξn−1g(ξ) = 0,
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èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,

2a2
(
ξn−1g′′(ξ) + (n− 1)ξn−2g′(ξ)

)
+
(
ξn g′(ξ) + nξn−1 g(ξ)

)
= 0.

Çàïèñàâ ëåâóþ ÷àñòü ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ êàê ïîëíóþ ïðî-
èçâîäíóþ, ïðèäåì ê ñîîòíîøåíèþ

2a2
(
ξn−1 g′(ξ)

)′
+
(
ξn g(ξ)

)′
= 0,

èëè {
2a2ξn−1 g′(ξ) + ξn g(ξ)

}′
= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ M , ÷òî

2a2ξn−1 g′(ξ) + ξn g(ξ) = M, ξ > 0.

Óñòðåìèâ çäåñü ξ ê +∞ è ïîëüçóÿñü óñëîâèÿìè (5) � (6), ïîëó-
÷èì: M = 0.
Òàêèì îáðàçîì, èìååì äëÿ g(ξ) ñëåäóþùåå îáûêíîâåííîå

äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà:

2a2ξn−1 g′(ξ) + ξn g(ξ) = 0,

èëè 2a2 g′(ξ) + ξ g(ξ) = 0. Ðåøèì åãî, ðàçäåëèâ ïåðåìåííûå:

dg

g
= − ξ

2a2
dξ ⇒ ln g(ξ) = − ξ2

4a2
+ C1.

Ñëåäîâàòåëüíî,

g(ξ) = Ae
−
(
ξ
2a

)2

,

ãäå A � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ. Íàéäåì A. Ïîëüçóÿñü âòîðûì
èç óñëîâèé (2), èìååì ïðè ëþáîì t > 0:

1 =

∫
Rn

u∗(|x|, t) dx.
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Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà âûòåêàþùåå èç (4) ïðåäñòàâëåíèå

u∗(|x|, t) =
A

tn/2
e
−
(
|x|

2a
√
t

)2

,

ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

1 =
A

tn/2

∫
Rn

e
−
(
|x|

2a
√
t

)2

dx, t > 0.

Ñäåëàâ çàìåíó x = 2a
√
ty, ïðè êîòîðîé dx = (2a)n tn/2 dy, èìå-

åì äàëåå

1 = A(2a)n
∫
Rn

e−|y|
2
dy = A(2a)n

n∏
j=1

+∞∫
−∞

e−yj
2
dyj.

Ïîëüçóÿñü èçâåñòíûì ðàâåíñòâîì
+∞∫
−∞

e−yj
2
dyj =

√
π,

ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíî 1 = A(2a)n
n∏
j=1

(
√
π) = A(2a

√
π)n. Ñëå-

äîâàòåëüíî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü âòîðîå èç óñëîâèé (2), íåîáõî-
äèìî è äîñòàòî÷íî âçÿòü A = 1

(2a)nπn/2
.

Òàêèì îáðàçîì, èñêîìàÿ ôóíêöèÿ u∗(x, t), åñëè òîëüêî îíà
ñóùåñòâóåò, ïðè t > 0 îáÿçàíà èìåòü ñëåäóþùèé âèä

u∗(x, t) =
1

(2a
√
πt)n

e−
|x|2
2at . (FSHe)

Ôóíêöèþ â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (FSHe) íàçûâàþò òàêæå
ôóíäàìåíòàëüíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè è
îáîçíà÷àþò ÷åðåç G(x, t).
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40. Ïîëó÷èì ñ ïîìîùüþ ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ G(x, t)

óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ðå-
øåíèÿ çàäà÷è Êîøè (CPHe). Ðàññìîòðèì ïî âñåìó Rn èíòåãðàë

u(x, t) =

∫
G(x− ξ, t)ϕ(ξ) dξ, (PI)

èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,

u(x, t) =
1

(2a
√
πt)n

∫
e−
|x−ξ|2

2at ϕ(ξ) dξ, (PI′)

Ýòîò èíòåãðàë íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì Ïóàññîíà.

Òåîðåìà. Èíòåãðàë Ïóàññîíà ñ íåïðåðûâíîé è îãðàíè÷åííîé
ôóíêöèåé ϕ(ξ) çàäàåò ðåøåíèå ñëåäóþùåé çàäà÷è Êîøè

∂u

∂t
= a2∆u ïðè t > 0,

u(x, 0) = ϕ(x) ïðè x ∈ Rn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèÿ ϕ(ξ) ïî óñëîâèþ îãðàíè÷åíà â Rn.
Ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðàë Ïóàññîíà ïðè t > 0 ìîæíî äèôôåðåí-
öèðîâàòü ïî x è t ëþáîå ÷èñëî ðàç.
Ó÷èòûâàÿ åùå, ÷òî G(x− ξ, t) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ òåï-

ëîïðîâîäíîñòè ïî ïåðåìåííûì (x, t), âèäèì, ÷òî è èíòåãðàë (PI′)
ïðè t > 0 òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíî-
ñòè.
Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå óñëîâèÿ u(x, 0) = ϕ(x). Çàìåòèì, ÷òî â

ñèëó óñòàíîâëåííûõ ñâîéñòâ ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿG(x, t)

ïðè âñåõ x è t > 0 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî∫
G(x− ξ, t) dξ = 1.
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Äîìíîæàÿ îáå åãî ÷àñòè íà ϕ(x) è âû÷èòàÿ ðåçóëüòàò èç ôîð-
ìóëû Ïóàññîíà, ïîëó÷èì

u(x, t)− ϕ(x) =

∫
G(x− ξ, t)

(
ϕ(ξ)− ϕ(x)

)
dξ =

=
1

(2a
√
πt)n

∫
e
− |x−ξ|

2

4a2t

(
ϕ(ξ)− ϕ(x)

)
dξ.

Ïóñòü y = ξ−x
2a
√
t
, òîãäà

dy =
1

(2a
√
t)n

dξ, ξ = x + 2a
√
ty, |y|2 =

|x− ξ|2

4a2t
.

Ñ ó÷åòîì ýòèõ ñîîòíîøåíèé ôîðìóëà ðàçíîñòü u(x, t)− ϕ(x)

çàïèøåòñÿ â âèäå

u(x, t)− ϕ(x) =

(
1√
π

)n∫
e−|y|

2
(
ϕ(x + 2a

√
ty)− ϕ(x)

)
dy.

Âçÿâ ïðîèçâîëüíîå R > 0, çàïèøåì ïðàâóþ ÷àñòü ïîñëåäíåãî
ðàâåíñòâà â âèäå ñóììû äâóõ èíòåãðàëîâ, ïåðâûé èç êîòîðûõ
áåðåòñÿ ïî øàðó |y| 6 R, à âòîðîé � ïî âíåøíîñòè ýòîãî øàðà:

(I) =
1

πn/2

∫
|y|6R

e−|y|
2
(
ϕ(x + 2a

√
ty)− ϕ(x)

)
dy,

(II) =
1

πn/2

∫
|y|>R

e−|y|
2
(
ϕ(x + 2a

√
ty)− ϕ(x)

)
dy.

Ïî óñëîâèþ, ïîñòîÿííàÿ M = sup
x∈Rn
|ϕ(x)| êîíå÷íà. Ó÷èòûâàÿ

ýòî, äëÿ äàííîãî ε > 0 íàéäåì òàêîé ðàäèóñ R = R(ε,M) > 0,
ñ êîòîðûì ñëàãàåìîå (II) äîïóñêàåò îöåíêó

|(II)| 6 2M

πn/2

∫
|y|>R

e−|y|
2
dy 6

ε

2
.
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Ïî óñëîâèþ, ôóíêöèÿ ϕ(x) íåïðåðûâíà â Rn è, ñëåäîâàòåëü-
íî, ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà øàðå ñ öåíòðîì â x è ðàäèó-
ñà R = R(ε,M). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ äàííîãî ε > 0 íàéäåòñÿ
δ > 0 òàêîå ÷òî äëÿ ëþáîé ïàðû òî÷åê x′ è x′′, îáëàäàþùåé
ñâîéñòâàìè

|x′ − x| 6 R, |x′′ − x| 6 R, |x′′ − x′| 6 δ,

èìååò ìåñòî îöåíêà |ϕ(x′′)− ϕ(x′)| 6 ε/2. Âåëè÷èíà δ çäåñü, êî-
íå÷íî æå, çàâèñèò îò ε. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî δ 6 R, ÷òî íå îãðà-
íè÷èò îáùíîñòè.
Äàëåå, ðàññìîòðèì t: 0 < t < t0, ãäå

√
t0 = δ

2aR. Ïóñòü x
′ = x

è x′′ = x + 2a
√
ty, ãäå |y| 6 R. Òîãäà èìååì:

|x′′ − x| = |x′′ − x′| = 2a
√
t|y| 6 2a

√
t0R = δ 6 R.

Òàêèì îáðàçîì, x′ è x′′ ïðèíàäëåæàò øàðó ñ öåíòðîì â x è
ðàäèóñà R, ïðè÷åì |x′′ − x′| 6 δ. Â ñîîòâåòñòâèè ñ âûáîðîì δ

ïðè |y| 6 R è 0 < t < t0 èìååì:

|ϕ(x + 2a
√
ty)− ϕ(x)| 6 ε

2
.

Ó÷èòûâàÿ ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî, îöåíèì ââåäåííûé âûøå èí-
òåãðàë (I) ïðè 0 < t 6 t0:

|(I)| 6 ε

2πn/2

∫
|y|6R

e−|y|
2
dy 6

ε

2πn/2
πn/2 =

ε

2
.

Ñêëàäûâàÿ ïîëó÷åííûå äëÿ (I) è (II) îöåíêè è ó÷èòûâàÿ, ÷òî
u(x, t)− ϕ(x) = (I) + (II), ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó

|u(x, t)− ϕ(x)| 6 |(I)| + |(II)| 6 ε, 0 < t 6 t0.

Ïîñêîëüêó ε çäåñü ïðîèçâîëüíî ìàëîå, ïîñòîëüêó ïðåäåë u(x, t)

ïðè t→ +0 ñóùåñòâóåò è ðàâåí ϕ(x).
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Óñòàíîâëåííîå â ïðåäûäóùåé òåîðåìå ðàâåíñòâî

u(x, t) =

∫
G(x− ξ, t)ϕ(ξ) dξ

íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé Ïóàññîíà. Çäåñü u(x, t) îáîçíà÷àåò ðåøå-
íèå çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè.

50. Èíòåãðàë Ïóàññîíà, êàê óæå îòìå÷åíî ðàíåå, ïðåäñòàâëÿ-
åò ñîáîé â ïîëóïðîñòðàíñòâå t > 0 áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóå-
ìîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

∂u

∂t
= a2∆u ïðè t > 0,

u(x, 0) = ϕ(x) ïðè x ∈ Rn,

â êîòîðîé çàäàííàÿ ôóíêöèÿ ϕ(x) íåïðåðûâíà è îãðàíè÷åíà.
Ïðè ýòîì ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü îäíî âàæíîå îáñòîÿòåëüñòâî: èí-
òåãðàë Ïóàññîíà, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé
ôóíêöèåé â îêðåñòíîñòè ïëîñêîñòè t = 0.
Èçâåñòåí ñëåäóþùèé ïîäòâåðæäàþùèé ïîñëåäíåå óòâåðæäå-

íèå ïðèìåð.

Ïðèìåð (Ñ.Â. Êîâàëåâñêàÿ). Çàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ òåï-
ëîïðîâîäíîñòè

∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
ïðè t > 0,

u(x, 0) =
1

1 + x2
ïðè x ∈ R,

èìååò áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìîå ðåøåíèå, êîòîðîå íå ÿâ-
ëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêèì íè â êàêîé îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîð-
äèíàò.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùèé íåïðåðûâíîé
è îãðàíè÷åííîé ôóíêöèè ϕ(x) = 1

1+x2 èíòåãðàë Ïóàññîíà (n = 1):

u(x, t) =
1

2
√
πt

∞∫
−∞

e−
|x−ξ|2

4t
1

1 + ξ2
dξ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòîò èíòåãðàë � ôóíêöèÿ, àíàëèòè÷åñêàÿ â
êàêîé-ëèáî îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò. Òîãäà â ýòîé îêðåñò-
íîñòè u(x, t) ðàçëàãàåòñÿ â àáñîëþòíî ñõîäÿùèéñÿ ñòåïåííîé
ðÿä:

u(x, t) =

∞∑
i,j=0

ui,j x
i tj.

Ñëåäîâàòåëüíî, èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

∂u

∂t
=

∞∑
i=0
j=1

j ui,j x
i tj−1 =

∞∑
i,j=0

(j + 1)ui,j+1 x
i tj,

∂2u

∂x2
=

∞∑
j=0
i=2

i(i− 1)ui,j x
i−2 tj =

∞∑
i,j=0

(i + 2)(i + 1)ui+2,j x
i tj.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè ðàçëîæåíèÿ â óðàâíåíèå ut = uxx è ïðèðàâíè-
âàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ, ïîëó÷àåì ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé

(j + 1)ui,j+1 = (i + 2)(i + 1)ui+2,j, (R1)

ãäå i, j = 0, 1, . . .. Ïðè t = 0 è |x| < 1 ñîãëàñíî íà÷àëüíîìó óñëî-
âèþ èìååì:

∞∑
i=0

ui,0 x
i =

1

1 + x2
= 1− x2 + x4 − x6 + . . . .



Ëåêöèÿ 17 267

Ñëåäîâàòåëüíî,

ui,0 =

{
(−1)s ïðè i = 2s,

0 ïðè i = 2s + 1.
(R2)

Èç (R1)�(R2) çàêëþ÷àåì, ÷òî

u2s+1,k = 0, u2s,k = (−1)k+s (2s + 2k)!

(2s)!k!

ïðè s, k = 0, 1, 2, . . .. Ñëåäîâàòåëüíî, ãèïîòåòè÷åñêîå ðàçëîæå-
íèå ôóíêöèè u(x, t) â ñòåïåííîé ðÿä ñ íåîáõîäèìîñòüþ èìååò
ñëåäóþùèé âèä:

u(x, t) =

∞∑
k,s=0

(−1)k+s (2s + 2k)!

(2s)!k!
x2stk.

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ ðÿä ñïðàâà îáÿçàí àáñîëþòíî ñõîäèòüñÿ, íà
ñàìîì æå äåëå îí ðàñõîäèòñÿ â ëþáîé îêðåñòíîñòè íà÷àëà êî-
îðäèíàò. Ïîëàãàÿ x = 0, ïîëó÷àåì

u(0, t) =

∞∑
k=0

(−1)k
(2k)!

k!
tk.

Ïðîâåðüòå ñàìîñòîÿòåëüíî, ÷òî íà ëþáîì îòðåçêå âèäà |t| 6 ε

ðÿä â ïðàâîé ÷àñòè ðàñõîäèòñÿ.

Îòìåòèì, ÷òî â ðàññìîòðåííîì ïðèìåðå òåîðåìà Êîøè � Êî-
âàëåâñêîé ê çàäà÷å Êîøè íåïðèìåíèìà, èáî íà÷àëüíûå äàííûå
çäåñü çàäàíû ïðè t = 0, ò.å. íà õàðàêòåðèñòè÷åñêîé äëÿ èñõîä-
íîãî óðàâíåíèÿ ïîâåðõíîñòè.

60. Ïðèâåäåì ïðèìåð, ïîäòâåðæäàþùèé, ÷òî ðåøåíèå çà-
äà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè, âîîáùå ãîâîðÿ,
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íååäèíñòâåííî. Ðàññìîòðèì îäíîðîäíîå óðàâíåíèå òåïëîïðî-
âîäíîñòè ñ íóëåâûìè äàííûìè Êîøè: ∂u

∂t
= a2∂

2u

∂x2
ïðè t > 0,

u(x, 0) = 0 ïðè x ∈ R.
Òîæäåñòâåííî íóëåâàÿ ôóíêöèÿ, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
ýòîé çàäà÷è. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èìååòñÿ íåòðèâèàëüíîå åå ðå-
øåíèå, îïðåäåëÿåìîå ôîðìóëîé

u(x, t) =

∞∑
k=0

f (k)(t)

(2k)!
x2k, (7)

ãäå ôóíêöèÿ f (t) ðàâíà íóëþ ïðè t 6 0, à ïðè t > 0 çàäàåòñÿ
ðàâåíñòâîì f (t) = e−1/tm (çäåñü m > 1).

Çàäà÷à. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f (t) áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöè-
ðóåìà íà âåùåñòâåííîé îñè è ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì k ñïðà-
âåäëèâà îöåíêà

sup
t∈R
|f (k)(t)| 6Mkκk+1Ak, κ = 1 +

1

m
, (8)

ãäå M è A � ïîñòîÿííûå, îò k íå çàâèñÿùèå.

Èç ñåðèè íåðàâåíñòâ (8) âûòåêàåò, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì
t > 0 ðÿä (7) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî ïðè âñåõ âåùåñòâåííûõ x.
Èìååì, î÷åâèäíî:∣∣∣ ∞∑

k=0

f (k)(t)

(2k)!
x2k
∣∣∣ 6M

∞∑
k=0

kκk+1

(2k)!
Ak|x|2k.

Ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà â ïðàâîé ÷àñòè áåñêîíå÷åí:

ak =
kκk+1Ak

(2k)!
⇒ R = lim

k→∞

ak
ak+1

= +∞.
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Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî â ñèëó óñëîâèÿ m > 1.
Âçÿâ â (7) t = 0, ïîëó÷èì

f (k)(0) = 0, k = 0, 1, 2, · · · ⇒ u(x, 0) =

∞∑
k=0

f (k)(0)

(2k)!
x2k = 0.

Äàëåå, ðÿä (7) ìîæíî ïî÷ëåííî äèôôåðåíöèðîâàòü ëþáîå
÷èñëî ðàç, ïîëó÷àÿ ïðè ýòîì àáñîëþòíî ñõîäÿùèåñÿ ðÿäû. Ó÷è-
òûâàÿ ýòî, èìååì

∂u

∂t
=

∞∑
k=0

f (k+1)(t)

(2k)!
x2k,

∂2u

∂x2
==

∞∑
k=1

f (k)(t)

(2k − 2)!
x2k−2.

Ñäåëàâ çàìåíó k′ = k − 1, ïðèäåì ê ðàâåíñòâó

∂2u

∂x2
=

∞∑
k′=0

f (k′+1)(t)

(2k′)!
x2k′ =

∂u

∂t
.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ u(x, t), çàäàâàåìàÿ ðÿäîì (7), ðå-
øàåò îäíîðîäíîå óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè, îáðàùàåòñÿ â
íóëü ïðè t = 0 è ïðè ýòîì íåòðèâèàëüíà.

70. ×òîáû îáåñïå÷èòü åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè
äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè, íåîáõîäèìî èñêîìóþ ôóíê-
öèþ u(x, t) ïîä÷èíèòü äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèÿì. Ñôîðìóëè-
ðóåì ýòè óñëîâèÿ ÷óòü ïîçæå, à ïîêà óñòàíîâèì âàæíûé ïðèí-
öèï ìàêñèìóìà, ñïðàâåäëèâûé äëÿ ðåøåíèé îäíîðîäíîãî óðàâ-
íåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè.
Ïóñòü Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â Rn, Q � öèëèíäð â ïîëó-

ïðîñòðàíñòâå t > 0 ñ îñíîâàíèåì Ω:Q = {(x, t) | x ∈ Ω, t > 0}.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç DT ÷àñòü Q, çàêëþ÷åííóþ ìåæäó ïëîñêîñòÿ-
ìè t = 0 è t = T :

DT = {(x, t) ∈ Q | 0 < t < T}.
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×àñòü ãðàíèöû DT , ñîñòîÿùóþ èç òî÷åê Ω è òî÷åê áîêîâîé ïî-
âåðõíîñòè Q, îáîçíà÷èì ÷åðåç Γ. Èíûìè ñëîâàìè, ïîëîæèì

Γ = {(x, t) ∈ ∂DT | t 6= T èëè (t = T èx ∈ ∂Ω)}.

Òåîðåìà (ïðèíöèï ìàêñèìóìà). Ôóíêöèÿ u, èìåþùàÿ âíóò-
ðè DT íåïðåðûâíûå âòîðûå ïðîèçâîäíûå, íåïðåðûâíàÿ â çàìû-
êàíèè DT è óäîâëåòâîðÿþùàÿ îäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ òåïëî-
ïðîâîäíîñòè, íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ íà êîìïàê-
òå DT ïðèíèìàåò ëèáî íà íèæíåì îñíîâàíèè Ω öèëèíäðà DT ,
ëèáî íà åãî áîêîâîé ïîâåðõíîñòè, ò.å. íà ìíîæåñòâå Γ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì íàèáîëüøåãî çíà-
÷åíèÿ. Óòâåðæäåíèå î íàèìåíüøåì çíà÷åíèè ñâîäèòñÿ ê ñëó÷àþ
íàèáîëüøåãî çàìåíîé ôóíêöèè u(x, t) íà −u(x, t).
Ïóñòü M � íàèáîëüøåå çíà÷åíèå u(x, t) íà DT , à m � íàè-

áîëüøåå çíà÷åíèå u(x, t) íà Γ:

M = max
(x,t)∈DT

u(x, t), m = max
(x,t)∈Γ

u(x, t).

×èñëà m è M êîíå÷íû, à èç âëîæåíèÿ Γ ⊂ DT âûòåêàåò, ÷òî
m 6M .
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååò ìåñòî ñòðîãîå íåðàâåíñòâî m < M .

Òîãäà íàéäåòñÿ òàêàÿ òî÷êà (x0, t0), ÷òî 0 < t0 6 T , à x0 ëåæèò
ñòðîãî âíóòðè Ω è ïðè ýòîì u(x0, t0) = M . Ðàññìîòðèì âñïîìî-
ãàòåëüíóþ ôóíêöèþ

v(x, t) = u(x, t) +
M −m

2nd2
|x− x0|2,

ãäå ÷åðåç d îáîçíà÷åí äèàìåòð îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω. ßñíî,
÷òî 0 < d < +∞. Â (x0, t0) çíà÷åíèÿ u(x, t) è v(x, t) ñîâïàäàþò:

v(x0, t0) = M = u(x0, t0).
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Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî m < M , ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

max
(x,t)∈Γ

v(x, t) 6 max
(x,t)∈Γ

u(x, t) +
M −m

2nd2
max
x∈Ω
|x− x0|2 6

6 m +
M −m

2nd2
d2 =

M

2n
+

2n− 1

2n
m < M.

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ v(x, t), êàê è u(x, t), íå ìîæåò ïðèíè-
ìàòü íàèáîëüøåå íà DT çíà÷åíèå â êàêîé-ëèáî òî÷êå íà Γ.
Â òî æå âðåìÿ, â ñèëó íåïðåðûâíîñòè v(x, t), â êîìïàêòå DT

îáÿçàòåëüíî íàéäåòñÿ òàêàÿ òî÷êà (x1, t1), ÷òî

v(x1, t1) = max
(x,t)∈DT

v(x, t).

Ïðè ýòîì ñ íåîáõîäèìîñòüþ 0 < t1 6 T , à x1 ëåæèò ñòðîãî âíóò-
ðè Ω. Êàê èçâåñòíî èç àíàëèçà, â òî÷êå ìàêñèìóìà (x1, t1) âòî-
ðûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè v(x, t) íåïîëîæèòåëüíû. Â ÷àñòíî-
ñòè,

∂2v

∂x2
j

(x1, t1) 6 0, j = 1, 2, . . . , n.

Ñëåäîâàòåëüíî, ëàïëàñèàí îò v(x, t) â òî÷êå (x1, t1) òàêæå íåïî-
ëîæèòåëåí: ∆v(x1, t1) 6 0. Ïåðâàÿ æå ïðîèçâîäíàÿ ∂v/∂t â òî÷-
êå ìàêñèìóìà (x1, t1) íåîòðèöàòåëüíà. Òî÷íåå, åñëè 0 < t1 < T ,
òî ∂v

∂t (x1, t1) = 0. Åñëè æå t1 = T , òî ∂v
∂t (x1, T ) > 0. Òàêèì îáðà-

çîì, âñåãäà ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî(
∂v

∂t
− a2∆v

)
(x1, t1) > 0. (9)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç îïðåäåëåíèÿ v(x, t) èìååì ðàâåíñòâî

∂v

∂t
− a2∆v =

(
∂u

∂t
− a2∆u

)
− a2M −m

2nd2
∆(|x− x0|2).



272 Â.Ë.Âàñêåâè÷. Ýëåìåíòû òåîðèè âîëí. ÊÐÈ Õàðáèí.

Ôóíêöèÿ u(x, t), ïî óñëîâèþ, ðåøàåò îäíîðîäíîå óðàâíåíèå òåï-
ëîïðîâîäíîñòè è ïîýòîìó âûðàæåíèå â êðóãëûõ ñêîáêàõ ðàâíî
íóëþ. Òàêèì îáðàçîì, èìååì:

∂v

∂t
− a2∆v = −a2M −m

2nd2
· 2n < 0. (10)

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âûòåêàåò èç ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òîM > m.
Íåðàâåíñòâà (9) è (10) âçàèìîèñêëþ÷àþùèå, è, ñëåäîâàòåëü-

íî, íåðàâåíñòâî M > m íå âûïîëíÿåòñÿ.
Òàêèì îáðàçîì, M = m, ò.å. ïðèíöèï ìàêñèìóìà è â ñàìîì

äåëå ñïðàâåäëèâ.
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Ëåêöèÿ 18.

ÒÅÌÀ: Çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè 80. Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è
Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè â êëàññå îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé. Ñëåäñòâèå. 90.
Êîððåêòíîñòü çàäà÷è Êîøè â êëàññå îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé. 100. Îïðåäåëåíèå êëàññà
Mσ(T ). Ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû Òèõîíîâà. 110. Çàäà÷à Êîøè äëÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíå-
íèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè (ïðèíöèï Äþàìåëÿ). 120. Ïðèìåð ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè ìåòîäîì
ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ. Ñëåäñòâèå î ïðåîáðàçîâàíèè Ôóðüå ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøå-
íèÿ.

80. Óñòàíîâèì åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ
óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè â êëàññå îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé.
Äëÿ çàäàííîãî êîíå÷íîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà T óñëîâèìñÿ
ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ v(x, t) ïðèíàäëåæèò êëàññóM0 = M0(T )

îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé, åñëè îíà îãðàíè÷åíà ïî ìîäóëþ â ïî-
ëîñå {(x, t) | x ∈ Rn, 0 6 t 6 T}:

M = sup
06t6T, x∈Rn

|v(x, t)| < +∞.

Òåîðåìà (åäèíñòâåííîñòè â êëàññåM0(T )). Ïóñòü ϕ(x) � íåïðå-
ðûâíàÿ è îãðàíè÷åííàÿ íà Rn ôóíêöèÿ. Òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è
Êîøè 

∂u

∂t
= a2∆u ïðè t > 0,

u(x, 0) = ϕ(x) ïðè x ∈ Rn

â êëàññå M0(T ) îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé åäèíñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u1(x, t) è u2(x, t) � äâà îãðàíè÷åííûõ
ïðè 0 6 t 6 T ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ñ îäèíà-
êîâûì óñëîâèåì ïðè t = 0, ò.å.

sup
06t6T, x∈Rn

|uj(x, t)| = Mj < +∞, j = 1, 2,
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è ïðè ýòîì 
∂uj
∂t

= a2∆uj ïðè t > 0,

uj(x, 0) = ϕ(x) ïðè x ∈ Rn.

Ðàçíîñòü w(x, t) = u1(x, t)− u2(x, t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

∂w

∂t
− a2∆w = 0 ïðè t > 0, w(x, 0) = 0.

Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ w(x, t) ïðèíàäëåæèò êëàññó M0(T ):

sup
06t6T, x∈Rn

|w(x, t)| 6M1 + M2 = 2M < +∞.

Çàäàâøèñü ïîëîæèòåëüíûì L, ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ
ôóíêöèþ

v(x, t) =
4nM

L2

(
|x|2

2n
+ a2t

)
, L > 0.

Çäåñü M = (M1 + M2)/2 � ïàðàìåòð èç ïðåäûäóùåé îöåíêè.
Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî v(x, t) � ýòî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ òåïëî-
ïðîâîäíîñòè:

∂v

∂t
− a2∆v =

4nM

L2

(
a2 − a2

2n
∆
[
|x|2
])

= 0.

Êðîìå òîãî v(x, 0) > 0 = w(x, 0), à ïðè 0 6 t 6 T ñïðàâåäëèâî:

v(x, t)
∣∣
|x|=L > 2M > |w(x, t)|

∣∣∣
|x|=L

.

Ðàçíîñòü u(x, t) = v(x, t)− w(x, t) â îãðàíè÷åííîì çàìêíó-
òîì öèëèíäðå

DT = {(x, t) | |x| 6 L, 0 6 t 6 T}
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óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì
∂u

∂t
= a2∆u ïðè |x| < L, 0 < t 6 T,

u(x, 0) > 0 ïðè |x| < L,

u(x, t)
∣∣
|x|=L > 0 ïðè 0 < t 6 T.

Ïî ïðèíöèïó ìàêñèìóìà ôóíêöèÿ u(x, t), áóäó÷è ðåøåíèåì îä-
íîðîäíîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè, äîñòèãàåò ìèíèìàëü-
íîãî íà çàìêíóòîì öèëèíäðå DT çíà÷åíèÿ ëèáî ïðè t = 0, ëèáî
ïðè |x| = L. Íî íà óêàçàííûõ ìíîæåñòâàõ ôóíêöèÿ u(x, t) íåîò-
ðèöàòåëüíà. Ñëåäîâàòåëüíî, u(x, t) íåîòðèöàòåëüíà è âñþäó â
DT , ò.å.

w(x, t) 6 v(x, t) ïðè |x| 6 L, 0 6 t 6 T.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî

−w(x, t) 6 v(x, t) ïðè |x| 6 L, 0 6 t 6 T.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî L > 0 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|w(x, t)| = max{−w(x, t), w(x, t)} 6

6 v(x, t) =
M

L2

(
2|x|2 + 4na2t

)
,

ãäå |x| 6 L, 0 6 t 6 T . Ïðèìåíèì ýòó îöåíêó â ôèêñèðîâàííîé
òî÷êå (x0, t0), ãäå 0 6 t0 6 T è x0 ∈ Rn. Òîãäà äëÿ âñåõ L ñ óñëî-
âèåì L > |x0| ïîëó÷èì

|w(x0, t0)| 6 2M

L2

(
|x0|2 + 2na2t0

)
.

Óñòðåìëÿÿ çäåñü L ê +∞, ïîëó÷èì â ïðåäåëå: w(x0, t0) = 0. Ñëå-
äîâàòåëüíî, â ïîëîñå 0 6 t 6 T ôóíêöèÿ w(x, t) òîæäåñòâåí-
íî íóëåâàÿ. Èíûìè ñëîâàìè, ïðè 0 6 t 6 T ðåøåíèÿ u1(x, t) è
u2(x, t) îáÿçàíû ñîâïàäàòü.
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Îòìåòèì, ÷òî èíòåãðàë Ïóàññîíà îãðàíè÷åí, åñëè îãðàíè÷åíà
ñîîòâåòñòâóþùàÿ åìó ôóíêöèÿ ϕ(ξ).

Ñëåäñòâèå. Åäèíñòâåííîå â êëàññåM0(T ) îãðàíè÷åííûõ ôóíê-
öèé ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè
çàäàåòñÿ èíòåãðàëîì Ïóàññîíà.

90. Ïîêàæåì, ÷òî â êëàññåM0(T ) îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé ðå-
øåíèå çàäà÷è Êîøè

∂u

∂t
= a2∆u ïðè t > 0,

u(x, 0) = ϕ(x) ïðè x ∈ Rn.

íåïðåðûâíî çàâèñèò îò íà÷àëüíûõ äàííûõ. Èíûìè ñëîâàìè, äî-
êàæåì, ÷òî â M0(T ) çàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîä-
íîñòè êîððåêòíà.
Ïî óñëîâèþ, ôóíêöèÿ ϕ(x) íåïðåðûâíà è îãðàíè÷åíà â Rn:

M = sup
x∈Rn
|ϕ(x)| < +∞.

Êàê óñòàíîâëåíî, â M0(T ) ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è
Êîøè ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííî è ïðåäñòàâèìî èíòåãðàëîì Ïóàñ-
ñîíà:

u(x, t) =

(
1

2a
√
πt

)n ∫
e
− |x−ξ|

2

4a2t ϕ(ξ) dξ, t > 0.

Ó÷èòûâàÿ ïîëîæèòåëüíîñòü ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ äëÿ
óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè, èìååì äëÿ âñåõ x ∈ Rn è t > 0:

|u(x, t)| 6M

∫
G(x− ξ, t) dξ = M.
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Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâà îöåíêà

sup
06t6T, x∈Rn

|u(x, t)| 6M = sup
x∈Rn
|ϕ(x)|.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èíòåãðàë Ïóàññîíà äåéñòâèòåëüíî íåïðåðûâ-
íî çàâèñèò îò âàðèàöèé ôóíêöèè ϕ = ϕ(x). Òàêèì îáðàçîì, çà-
äà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè â êëàññå M0(T )

îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé êîððåêòíà.
100. Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ

òåïëîïðîâîäíîñòè èìååò ìåñòî â êëàññàõ, áîëåå øèðîêèõ, ÷åì
êëàññ M0(T ). Ïðèâåäåì çäåñü òî÷íóþ ôîðìóëèðîâêó ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî ðåçóëüòàòà.
Äëÿ çàäàííîãî σ > 0 îïðåäåëèì ôóíêöèîíàëüíûé êëàññ

Mσ(T ) = {u(x, t) | ∃A, a > 0 : ∀x ∈ Rn sup
06t6T

|u(x, t)| 6 Aea|x|
σ}.

Êëàññ Mσ(T ) � ýòî ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî è, åñëè σ 6 σ1, òî
Mσ ⊂Mσ1. Ïðè σ = 0 ïîëó÷èì ðàññìîòðåííîå â ïðåäûäóùåé
òåîðåìå ïðîñòðàíñòâî M0(T ) îãðàíè÷åííûõ â ïîëîñå 0 6 t 6 T

ôóíêöèé.

Òåîðåìà (À.Í. Òèõîíîâ). Â êëàññå M2(T ) ìîæåò ñóùåñòâî-
âàòü íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ òåï-
ëîïðîâîäíîñòè.

110. Çàäà÷à Êîøè äëÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðî-
âîäíîñòè ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà Äþàìåëÿ.

Çàäà÷à. Ïóñòü ôóíêöèÿ f = f (x, t) ïðèíàäëåæèò êëàññóM0(T ).
Òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

∂u

∂t
= a2∆u + f (x, t) ïðè t > 0,

u(x, 0) = 0 ïðè x ∈ Rn
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ñóùåñòâóåò â êëàññå M0(T ), åäèíñòâåííî â íåì è çàäàåòñÿ
ôîðìóëîé

u(x, t) =

t∫
0

∫
Rn

f (ξ, τ )

(2a
√
π(t− τ ))n

e
− |x−ξ|2

4a2(t−τ) dξ dτ.

120. Â ðÿäå ñëó÷àåâ åäèíñòâåííîå â êëàññåM0(T ) ðåøåíèå çà-
äà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè óäîáíî èñêàòü ìå-
òîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ. Ïðîèëëþñòðèðóåì ýòî íà ïðè-
ìåðå ñëåäóþùåé çàäà÷è:

∂u

∂t
− a2∆u = 0 ïðè t > 0,

u(x, 0) = eiξx ïðè x ∈ Rn.

Çäåñü ξ ∈ Rn � çàäàííûé âåêòîð, ξx =
n∑
i=1

ξixi. ßñíî, ÷òî ôóíê-

öèÿ ϕ(x) = eiξx íåïðåðûâíà è îãðàíè÷åíà â Rn. Ñëåäîâàòåëüíî,
ó ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è Êîøè â êëàññå îãðàíè÷åííûõ ôóíê-
öèé ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.
Áóäåì èñêàòü åãî â âèäå u(x, t) = T (t)eiξx. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

∆x(e
iξx) = −|ξ|2eiξx, ïîëó÷èì ïîñëå ïîäñòàíîâêè â óðàâíåíèå

òåïëîïðîâîäíîñòè:

T ′(t)eiξx + a2|ξ|2T (t)eiξx = 0.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íàøèõ öåëåé äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü âû-
ïîëíåíèÿ óñëîâèé{

T ′(t) + a2|ξ|2T (t) = 0, t > 0,

T (0) = 1.
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Ðåøàÿ ýòó çàäà÷ó, ïîëó÷àåì T (t) = e−a
2|ξ|2t è äàëåå:

u(x, t) = e−a
2|ξ|2teiξx.

Ýòî � îãðàíè÷åííàÿ ïðè t > 0 ôóíêöèÿ, è ïî òåîðåìå åäèí-
ñòâåííîñòè äðóãèõ ðåøåíèé âM0(T ) ó ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è
Êîøè íåò.
Èç ïîëó÷åííîé ôîðìóëû äëÿ u(x, t) ïîëó÷àåì, â ÷àñòíîñòè,

ïîëåçíîå ðàâåíñòâî

1

(2a
√
πt)n

∫
e
− |x−y|

2

4a2t eiξy dy = e−a
2t|ξ|2eiξx. (Ĝ)

Ñëåâà çäåñü âûïèñàí èíòåãðàë Ïóàññîíà, ñîîòâåòñòâóþùèé ôóíê-
öèè ϕ(x) = eiξx, ñïðàâà æå � òîëüêî ÷òî íàéäåííîå åãî ïðåä-
ñòàâëåíèå.
Ôîðìóëà (Ĝ) äàåò ÿâíûé âèä ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ôóíäà-

ìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè.
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