
ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÔÈÇÈÊÈ (2011�2012)

ÍÅÊÎÒÎÐÛÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß È ÑÈÑÒÅÌÛ ÌÀÒÅÌÀÒÈ-
×ÅÑÊÎÉ ÔÈÇÈÊÈ. Âûâîä óðàâíåíèÿ ìàëûõ ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé
ñòðóíû. Âîëíîâîå óðàâíåíèå. Íà÷àëüíûå äàííûå. Êðàåâûå óñëîâèÿ (çà-
êðåïëåííûé êðàé, ñâîáîäíûé êðàé, óïðóãîå ñîåäèíåíèå). Âûâîä ñèñòåìû
óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìèêè (óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, óðàâíåíèå íåðàçðûâ-
íîñòè). Âûâîä óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè, óðàâíåíèå äèôôóçèè, ñòà-
öèîíàðíûé ñëó÷àé. Óðàâíåíèå Ëàïëàñà.
ÑÈÑÒÅÌÛÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕÓÐÀÂÍÅÍÈÉÈÈÕ

ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÏÎÂÅÐÕÍÎÑÒÈ.Îáùèé âèä ñèñòå-
ìû óðàâíåíèé m-ãî ïîðÿäêà: îïåðàòîðíàÿ çàïèñü, ëèíåéíûå è êâàçè-
ëèíåéíûå ñèñòåìû. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì, õàðàêòåðèñòè÷åñêèå
íàïðàâëåíèÿ, óðàâíåíèå êîíóñà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ íîðìàëåé, îïðåäå-
ëåíèå è óðàâíåíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé. Ñèñòåìû óðàâíå-
íèé ïåðâîãî ïîðÿäêà: îáùèé âèä, óðàâíåíèÿ êîíóñà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ
íîðìàëåé è õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé. Îïðåäåëåíèå ñèììåòðè÷å-
ñêîé t-ãèïåðáîëè÷åñêîé ñèñòåìû. Ñèñòåìà óðàâíåíèé àêóñòèêè: âûâîä èç
ñèñòåìû óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìèêè, âåêòîðíàÿ, ïîêîìïîíåíòíàÿ è ìàò-
ðè÷íàÿ ôîðìû çàïèñè; óðàâíåíèÿ êîíóñà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ íîðìàëåé
è õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé. Ñèñòåìà óðàâíåíèé îäíîìåðíîé ãà-
çîâîé äèíàìèêè: âåêòîðíàÿ, ïîêîìïîíåíòíàÿ è ìàòðè÷íàÿ ôîðìû çàïè-
ñè, óðàâíåíèÿ êîíóñà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ íîðìàëåé è õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêèõ ïîâåðõíîñòåé.
ËÈÍÅÉÍÛÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÂÒÎÐÎÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ: ÊËÀÑ-

ÑÈÔÈÊÀÖÈßÈÏÐÈÂÅÄÅÍÈÅÊÊÀÍÎÍÈ×ÅÑÊÎÌÓÂÈ-
ÄÓ.Îáùèé âèä ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà, óðàâíåíèå êîíóñà
õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ íîðìàëåé, óðàâíåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîâåðõíî-
ñòåé. Ïðèìåðû (âîëíîâîå óðàâíåíèå, óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè, óðàâ-
íåíèå Ëàïëàñà). Êëàññèôèêàöèÿ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà (õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêèé ïîëèíîì, åãî êàíîíè÷åñêàÿ ôîðìà). Ýëëèïòè÷åñêèå, ãèïåðáî-
ëè÷åñêèå è ïàðàáîëè÷åñêèå óðàâíåíèÿ (â òî÷êå è â îáëàñòè). Óðàâíåíèÿ
ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Êàíîíè÷åñêèé âèä óðàâíåíèÿ âòîðî-
ãî ïîðÿäêà (îïðåäåëåíèå; âîïðîñ ïðèâîäèìîñòè ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó).
Îáùåå ëèíåéíîå óðàâíåíèå â ñëó÷àå äâóõ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ (âèä,
äèñêðèìèíàíò, óðàâíåíèÿ êîíóñà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ íîðìàëåé è õàðàê-
òåðèñòèê). Òåîðåìà î ïðèâåäåíèè ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó. Ëåììà î çàìåíå
ïåðåìåííûõ. Ïðèâåäåíèå ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó â ãèïåðáîëè÷åñêîì, ýë-
ëèïòè÷åñêîì è ïàðàáîëè÷åñêîì ñëó÷àÿõ.



ÇÀÄÀ×È ÄËß ÎÄÍÎÌÅÐÍÎÃÎ ÂÎËÍÎÂÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅ-
ÍÈß. Ôîðìóëà îáùåãî ðåøåíèÿ è åå ãðàôè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ. Âû-
âîä ôîðìóëû Äàëàìáåðà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè îäíîðîäíîãî óðàâíå-
íèÿ. Ïðèíöèï êîíå÷íîé çàâèñèìîñòè. Ïðèíöèï Äþàìåëÿ. Ñìåøàííàÿ çà-
äà÷à íà ïîëóîñè ñ óñëîâèåì çàêðåïëåíèÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò. Ñìåøàííàÿ
çàäà÷à íà êîíå÷íîì îòðåçêå ñ óñëîâèåì çàêðåïëåíèÿ íà êðàÿõ: ðåøåíèå
ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Äàëàìáåðà.
ÇÀÄÀ×È ÄËß ÒÐÅÕÌÅÐÍÎÃÎ È ÄÂÓÌÅÐÍÎÃÎ ÂÎË-

ÍÎÂÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è Êîøè â ñëó÷àå òðåõ ïðî-
ñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ. Îïðåäåëåíèå ñôåðè÷åñêîãî ñðåäíåãî, âûâîä
äëÿ íåãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â ïåðåìåííûõ (x, y, z, r). Ñôå-
ðè÷åñêîå ñðåäíåå îò ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè êàê ðåøåíèå ñïåöèàëüíîé
ñìåøàííîé çàäà÷è â êâàäðàíòå r ≥ 0, t ≥ 0. Ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè êàê
ïðåäåë ñôåðè÷åñêèõ ñðåäíèõ ïðè r → 0. Ôîðìóëà Êèðõãîôà. Òåîðåìà î
ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ òðåõìåðíîãî
âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ. Ïðèíöèï Ãþéãåíñà, ïåðåäíèé è çàäíèé âîëíîâûå
ôðîíòû. Ñôåðè÷åñêèå, öèëèíäðè÷åñêèå è ïëîñêèå âîëíû. Âûâîä ôîð-
ìóëû Ïóàññîíà â ñëó÷àå äâóõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ ìåòîäîì
ñïóñêà. Ïðèíöèï Äþàìåëÿ. Çàïàçäûâàþùèé ïîòåíöèàë.
ÈÍÒÅÃÐÀËÛ ÝÍÅÐÃÈÈ ÄËß ÐÅØÅÍÈÉ ÂÎËÍÎÂÎÃÎ

ÓÐÀÂÍÅÍÈß. Êîíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè äëÿ ìíî-
ãîìåðíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ. Ëåììà îá ýíåðãåòè÷åñêîé îöåíêå. Ïðèí-
öèï êîíå÷íîé çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ îò íà÷àëüíûõ
äàííûõ. Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè. Ñìåøàííàÿ çàäà÷à äëÿ
âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ñ íóëåâûìè êîëåáàíèÿìè íà áîêîâîé ãðàíèöå öè-
ëèíäðà. Åäèíñòâåííîñòü åå ðåøåíèÿ. Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè äëÿ ðå-
øåíèé âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ñ ôèíèòíûìè íà÷àëüíûìè äàííûìè.
ÏÎÍßÒÈÅ Î ÊÎÐÐÅÊÒÍÛÕ È ÍÅÊÎÐÐÅÊÒÍÛÕ ÇÀ-

ÄÀ×ÀÕÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÉÔÈÇÈÊÈ. ÏÐÈÌÅÐ ÀÄÀÌÀ-
ÐÀ. Ïðèìåð è îïðåäåëåíèå êîððåêòíîé çàäà÷è. Ïðèìåð Ëåâè (ðåøåíèå
íå ñóùåñòâóåò). Ïðèìåð çàäà÷è Êîøè ñ äàííûìè íà õàðàêòåðèñòè÷åñêîé
ïëîñêîñòè (ðåøåíèå íå åäèíñòâåííî). Çàäà÷à Êîøè äëÿ òðåõìåðíîãî âîë-
íîâîãî óðàâíåíèÿ ñ äàííûìè ïðè x = 0 (ïðèìåð Àäàìàðà, îòñóòñòâèå
íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè). Çàäà÷à Êîøè äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé Êîøè�
Ðèìàíà: ïðèìåð Àäàìàðà. Ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû Êîøè�Êîâàëåâñêîé
äëÿ îäíîãî óðàâíåíèÿ ñ äàííûìè Êîøè íà ïëîñêîñòè. Êðèòåðèé êîððåêò-
íîñòè çàäà÷è Êîøè äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ñ äàííûìè íà ïëîñêîñòè.
Ïðîñòðàíñòâåííî ïîäîáíûå ïîâåðõíîñòè.
ÐÅØÅÍÈÅ ÑÌÅØÀÍÍÎÉ ÇÀÄÀ×È ÄËß ÓÐÀÂÍÅÍÈß

ÂÒÎÐÎÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ ÌÅÒÎÄÎÌ ÔÓÐÜÅ. Ïîñòàíîâêà ñìåøàí-
íîé çàäà÷è äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà. Ðàçäåëå-



íèå ïåðåìåííûõ â óðàâíåíèè. Çàäà÷à î ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿõ, ðàçëî-
æåíèÿ ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì. Ïîèñê ðåøåíèÿ âñåé çàäà÷è â âèäå
ðÿäà ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì. Êîëåáàíèÿ ïðÿìîóãîëüíîé ìåìáðàíû ñ
çàêðåïëåííûìè êðàÿìè. Êîëåáàíèÿ êðóãëîé ìåìáðàíû ñ çàêðåïëåííûìè
êðàÿìè.
ÇÀÄÀ×ÈÄËßÓÐÀÂÍÅÍÈß ÒÅÏËÎÏÐÎÂÎÄÍÎÑÒÈ.Ïî-

ñòàíîâêà çàäà÷è Êîøè. Èíâàðèàíòíîñòü ìíîæåñòâà ðåøåíèé îòíîñèòåëü-
íî ñïåöèàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïëîñêîñòè. Âûâîä ôîðìóëû äëÿ ôóíäà-
ìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè. Èíòåãðàë Ïóàññîíà
êàê ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè. Ïðèìåð Êîâàëåâñêîé. Ïðèìåð íååäèíñòâåí-
íîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè. Ïðèí-
öèï ìàêñèìóìà. Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè â êëàññå îãðà-
íè÷åííûõ ôóíêöèé. Êîððåêòíîñòü çàäà÷è Êîøè â êëàññå îãðàíè÷åííûõ
ôóíêöèé. Îïðåäåëåíèå êëàññàMσ(T ). Ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû Òèõîíî-
âà. Ïðèíöèï Äþàìåëÿ äëÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè.
Ïðèìåð ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ. Ñìå-
øàííàÿ çàäà÷à äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà â öè-
ëèíäðå.
ÎÁÎÁÙÅÍÍÛÅ ÔÓÍÊÖÈÈ È ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ× ÌÀ-

ÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÔÈÇÈÊÈ. Íåçàìêíóòîñòü ïðîñòðàíñòâà ðåøå-
íèé ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ïî ðàâíîìåðíîé íîðìå. Ïðèíöèï
äâîéñòâåííîñòè. Êëàññû C∞(Ω) è C∞0 (Ω). Îòîáðàæåíèå ïðîñòðàíñòâà
Lloc(Ω) â ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ íà C∞0 (Ω) ôóíêöèîíàëîâ. Ëåììà äþ
Áóà-Ðåéìîíäà. Ïðîñòðàíñòâî îñíîâíûõ ôóíêöèé è ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ
íåïðåðûâíûõ íà íåì ôóíêöèîíàëîâ. Äåëüòà ôóíêöèÿ Äèðàêà. Ïðîñòðàí-
ñòâî D′(Ω), ñõîäèìîñòü è ïîëíîòà. Äåëüòà ôóíêöèÿ Äèðàêà êàê ïðåäåë
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ëîêàëüíî ñóììèðóåìûõ ôóíêöèé. Ðàâåíñòâî îáîá-
ùåííûõ ôóíêöèé â îáëàñòè. Íîñèòåëü îáîáùåííîé ôóíêöèè. Ôèíèòíûå,
ðåãóëÿðíûå è ñèíãóëÿðíûå îáîáùåííûå ôóíêöèè. Ëèíåéíàÿ çàìåíà ïåðå-
ìåííîé â îáîáùåííûõ ôóíêöèÿõ è óìíîæåíèå íà áåñêîíå÷íî äèôôåðåí-
öèðóåìóþ ôóíêöèþ. Äèôôåðåíöèðîâàíèå îáîáùåííûõ ôóíêöèé è ñâîé-
ñòâà îïåðàòîðà îáîáùåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Äèôôåðåíöèàëüíûå
îïåðàòîðû íà D′ è ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ. Äèôôåðåíöèðîâàíèå êó-
ñî÷íî ãëàäêèõ ôóíêöèé. Ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ îáûêíîâåííûõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, îïåðàòîðà òåïëîïðîâîäíîñòè, à òàêæå îäíî-
ìåðíîãî è äâóìåðíîãî âîëíîâûõ îïåðàòîðîâ.
ÐÅØÅÍÈßÓÐÀÂÍÅÍÈÉËÀÏËÀÑÀÈÏÓÀÑÑÎÍÀ.Îïðå-

äåëåíèÿ (óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà, Ïóàññîíà, ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè, ÷àñò-
íîå ðåøåíèå Un(x)). Ïåðâàÿ è âòîðàÿ ôîðìóëû Ãðèíà (âûâîä èç ôîð-
ìóëû Ãàóññà�Îñòðîãðàäñêîãî). Ëåììà îá èíòåãðàëüíîì ïðåäñòàâëåíèè.
Ñëåäñòâèå î ôóíäàìåíòàëüíîñòè ðåøåíèÿ Un(x). Îïðåäåëåíèÿ íüþòî-



íîâà ïîòåíöèàëà, ïîòåíöèàëîâ ïðîñòîãî è äâîéíîãî ñëî¼â. Ïðîñòåéøèå
ñâîéñòâà ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé. Áåñêîíå÷íàÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòü ãàð-
ìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé. Òåîðåìà î ñðåäíåì äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé.
Ïðèíöèï ìàêñèìóìà äëÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà. Ïîñòàíîâêè îñ-
íîâíûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà. Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ
çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà.
ÔÓÍÊÖÈß ÃÐÈÍÀ ÇÀÄÀ×È ÄÈÐÈÕËÅ. Îïðåäåëåíèå ôóíê-

öèè Ãðèíà çàäà÷è Äèðèõëå. Ñâîéñòâà ôóíêöèè Ãðèíà (íåîòðèöàòåëü-
íîñòü, ñèììåòðè÷íîñòü è ò.ï.). Ïðåäñòàâëåíèå ãëàäêîãî ðåøåíèÿ âíóò-
ðåííåé çàäà÷è Äèðèõëå ÷åðåç å¼ ôóíêöèþ Ãðèíà.
ÔÓÍÊÖÈß ÃÐÈÍÀ È ÂÍÓÒÐÅÍÍßß ÇÀÄÀ×À ÄÈÐÈÕ-

ËÅ ÄËßØÀÐÀ. Ïîñòðîåíèå ôóíêöèè Ãðèíà äëÿ øàðà ìåòîäîì èçîá-
ðàæåíèé. Ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ âíóòðåííåé çàäà÷è Äèðèõëå èíòåãðà-
ëîì Ïóàññîíà. Èíòåãðàë Ïóàññîíà â ñôåðè÷åñêèõ (n = 3) è ïîëÿðíûõ
(n = 2) êîîðäèíàòàõ. Ãàðìîíè÷íîñòü è íåïðåðûâíîñòü èíòåãðàëà Ïóàñ-
ñîíà ñ íåïðåðûâíûì âåñîì.
ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÃÀÐÌÎÍÈ×ÅÑÊÈÕ ÔÓÍÊÖÈÉ. Ëåììà, îáðàò-

íàÿ òåîðåìå î ñðåäíåì äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé. Ïåðâàÿ òåîðåìà Ãàð-
íàêà. Íåðàâåíñòâà Ãàðíàêà. Âòîðàÿ òåîðåìà Ãàðíàêà. Òåîðåìà Ëèóâèëëÿ.
ÂÍÅØÍÈÅ ÇÀÄÀ×È ÄËß ÓÐÀÂÍÅÍÈß ËÀÏËÀÑÀ. Ëåì-

ìà î ðåøåíèè çàäà÷è Äèðèõëå âî âíåøíîñòè øàðà. Ëåììà î ïîâåäåíèè
ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè íà áåñêîíå÷íîñòè. Òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè äëÿ
âíåøíåé è âíóòðåííåé çàäà÷ Íåéìàíà.
ÓÐÀÂÍÅÍÈÅ ËÀÏËÀÑÀ Â ÎÐÒÎÃÎÍÀËÜÍÛÕ ÊÐÈÂÎ-

ËÈÍÅÉÍÛÕ ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÀÕ. Òåîðåìà î ïðåîáðàçîâàíèè ëàïëà-
ñèàíà ïðè ïåðåõîäå ê íîâûì êîîðäèíàòàì. Îðòîãîíàëüíûå êîîðäèíàòû,
êîýôôèöèåíòû Ëàìå è âèä ëàïëàñèàíà â îðòîãîíàëüíûõ êîîðäèíàòàõ.
Îïðåäåëåíèå ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàò è èõ îðòîãîíàëüíîñòü. Êîýôôèöè-
åíòû Ëàìå ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàò. Îïåðàòîð Ëàïëàñà â ñôåðè÷åñêèõ
êîîðäèíàòàõ. Ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ â óðàâíåíèè Ëàïëàñà â ìíîãîìåð-
íûõ ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ. Ðàäèàëüíàÿ è óãëîâàÿ ÷àñòè îïåðàòîðà
Ëàïëàñà.
ÑÔÅÐÈ×ÅÑÊÈÅ ÔÓÍÊÖÈÈ Â n-ÌÅÐÍÎÌ ÏÐÎÑÒÐÀÍ-

ÑÒÂÅ. Îïðåäåëåíèå ñôåðè÷åñêèõ ãàðìîíèê êàê ðåøåíèé çàäà÷è íà ñîá-
ñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà � Áåëüòðàìè. Ïðîñòðàíñòâî
L2(S). Îðòîãîíàëüíîñòü ñôåðè÷åñêèõ ãàðìîíèê ðàçíûõ ïîðÿäêîâ. Îïðå-
äåëåíèå øàðîâûõ ìíîãî÷ëåíîâ. Ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû î ñâÿçè øàðîâûõ
ìíîãî÷ëåíîâ è ñôåðè÷åñêèõ ôóíêöèé. Ëåììà î äåéñòâèè îïåðàòîðà Ëà-
ïëàñà íà ïðîèçâåäåíèå îäíîðîäíûõ ôóíêöèé. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î
ñâÿçè øàðîâûõ ìíîãî÷ëåíîâ è ñôåðè÷åñêèõ ôóíêöèé. Ôîðìóëèðîâêà òåî-
ðåìû î ïðåäñòàâëåíèè Ãàóññà. Ëåììà îá îáëàñòè çíà÷åíèé îïåðàòîðàQ0.



Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î ïðåäñòàâëåíèè Ãàóññà. Ôîðìóëà äëÿ ðàçìåð-
íîñòè ïðîñòðàíñòâà øàðîâûõ ìíîãî÷ëåíîâ çàäàííîé ñòåïåíè. Òåîðåìà î
ïîëíîòå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñôåðè÷åñêèõ ãàðìîíèê â L2(S). Òåîðåìà î
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë óãëîâîé ÷àñòè îïåðàòîðà Ëàïëà-
ñà. Êàíîíè÷åñêèé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà ñôåðè÷åñêèõ ãàðìîíèê â ñëó÷àå
äâóõ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ.
ÑÔÅÐÈ×ÅÑÊÈÅ ÃÀÐÌÎÍÈÊÈ Â ÒÐÅÕÌÅÐÍÎÌ ÏÐÎ-

ÑÒÐÀÍÑÒÂÅ. Ñõåìà îòûñêàíèÿ áàçèñà â ïðîñòðàíñòâå ñôåðè÷åñêèõ
ãàðìîíèê çàäàííîãî ïîðÿäêà. Òåîðåìà îá îãðàíè÷åííûõ ðåøåíèÿõ óðàâ-
íåíèÿ Ëåæàíäðà (ïîëèíîìû Ëåæàíäðà). Ôîðìóëà Ðîäðèãà äëÿ ïîëè-
íîìîâ Ëåæàíäðà. Ïðèñîåäèíåííûå ôóíêöèè Ëåæàíäðà. Êàíîíè÷åñêèé
áàçèñ ïðîñòðàíñòâà ñôåðè÷åñêèõ ãàðìîíèê â ñëó÷àå òðåõ íåçàâèñèìûõ
ïåðåìåííûõ.
ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀ ÑÎÁÎËÅÂÀ.Îïðåäåëåíèå è ïðîñòåéøèå ñâîé-

ñòâà ïðîñòðàíñòâà Lp(Ω), 1 ≤ p < +∞. Îïðåäåëåíèå ðåãóëÿðíîé îáîá-
ùåííîé ïðîèçâîäíîé ëîêàëüíî ñóììèðóåìîé ôóíêöèè. Ñâîéñòâà îïåðà-
òîðà îáîáùåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Îïðåäåëåíèå ïðîñòðàíñòâà Ñî-
áîëåâàW (m)

p (Ω) è åãî ïîëíîòà. Ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâ W (m)
p (Ω).

ÑÐÅÄÍÈÅ ÔÓÍÊÖÈÈ È ÈÕ ÑÂÎÉÑÒÂÀ. ßäðà óñðåäíåíèÿ,
ïðèìåðû, îïðåäåëåíèå ñðåäíåé ôóíêöèè. Áåñêîíå÷íàÿ äèôôåðåíöèðóå-
ìîñòü è ôèíèòíîñòü ñðåäíèõ ôóíêöèé. Ñõîäèìîñòü ñðåäíèõ ôóíêöèé ê
èñõîäíîé íåïðåðûâíîé â ðàâíîìåðíîé íîðìå. Íåâîçðàñòàíèå Lp-íîðìû
ïðè óñðåäíåíèè. Ñõîäèìîñòü ñðåäíèõ ôóíêöèé ê èñõîäíîé â Lp(Ω). Ëåì-
ìà î ïåðåñòàíîâî÷íîñòè îïåðàöèé îáîáùåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è
óñðåäíåíèÿ. Òåîðåìà î ïëîòíîñòè áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíê-
öèé â ïðîñòðàíñòâàõ Ñîáîëåâà. Ñëåä áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìîé
ôóíêöèè íà ãëàäêîé ãèïåðïîâåðõíîñòè, òåîðåìà âëîæåíèÿ. Ñëåäû íà ãðà-
íèöå ôóíêöèé èç ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà.
ÂÀÐÈÀÖÈÎÍÍÛÉÏÎÄÕÎÄÊ ÐÅØÅÍÈÞÇÀÄÀ×ÈÄÈ-

ÐÈÕËÅ. Ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà ãðàíèöå îáëà-
ñòè. Èíòåãðàë Äèðèõëå. Ïîñòàíîâêè îáîáùåííîé çàäà÷è Äèðèõëå è ñî-
ïóòñòâóþùåé âàðèàöèîííîé çàäà÷è. Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ âàðèàöè-
îííîé çàäà÷è. Òåîðåìà î ìèíèìèçèðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ñâîé-
ñòâà ðåøåíèÿ âàðèàöèîííîé çàäà÷è (ëåììà îá îðòîãîíàëüíîñòè ðåøåíèÿ
ôóíêöèÿì èç W (1)

2 (Ω) ñ íóëåâûì ñëåäîì íà ãðàíèöå; ëåììà î ãàðìî-
íè÷íîñòè âíóòðè îáëàñòè ñðåäíèõ ôóíêöèé äëÿ ðåøåíèÿ âàðèàöèîííîé
çàäà÷è; ëåììà î íåïðåðûâíîñòè âíóòðè îáëàñòè ðåøåíèÿ âàðèàöèîííîé
çàäà÷è; ëåììà î ãàðìîíè÷íîñòè âíóòðè îáëàñòè ðåøåíèÿ âàðèàöèîííîé
çàäà÷è). Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ îáîáùåííîé çàäà÷è Äèðèõëå. Ïðèíöèï
Äèðèõëå. Ïðèìåð Àäàìàðà íåäîïóñòèìîé ôóíêöèè.



ÂÀÐÈÀÖÈÎÍÍÛÉ ÏÎÄÕÎÄ Ê ÐÅØÅÍÈÞ ÇÀÄÀ×È
ÍÅÉÌÀÍÀ. Ïîñòàíîâêà îáîáùåííîé çàäà÷è Íåéìàíà. Ñëàáîå ðåøå-
íèå çàäà÷è Íåéìàíà. Ïîñòàíîâêà ñîïóòñòâóþùåé âàðèàöèîííîé çàäà÷è.
Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ñîïóòñòâóþùåé âà-
ðèàöèîííîé çàäà÷è. Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ñëàáîãî
ðåøåíèÿ çàäà÷è Íåéìàíà. Òåîðåìà î ñâîéñòâàõ ðåøåíèÿ âàðèàöèîííîé
çàäà÷è.
ÏÐÅÄÌÅÒÈ ÝÔÔÅÊÒÛÒÅÎÐÈÈÍÅËÈÍÅÉÍÛÕÂÎËÍ.

Ïðåäìåò òåîðèè íåëèíåéíûõ âîëí, ïðèìåðû. Ýôôåêòû, õàðàêòåðíûå äëÿ
òåîðèè íåëèíåéíûõ âîëí. Äèñïåðñèÿ âîëí: äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå
äëÿ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé è ñèñòåì, ïðèìåðû, ðàçìûâàíèå ïðîôèëÿ âîë-
íû â ñðåäå ñ äèñïåðñèåé, íåëèíåéíûé ñëó÷àé. Ðàçðóøåíèå âîëíû: çàäà÷à
Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ ïðîñòûõ âîëí, åå ðåøåíèå ìåòîäîì õàðàêòåðèñòèê.
Îáîáùåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ïðîñòûõ âîëí. Óñëîâèÿ íà ðàçðûâå è
ïîèñê òî÷êè ðàçðûâà.
ÌÅÒÎÄ ÎÁÐÀÒÍÎÉ ÇÀÄÀ×È ÄËß ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÊÄÔ:

ÂÂÅÄÅÍÈÅ. Êàíîíè÷åñêèé âèä è çàêîíû ñîõðàíåíèÿ óðàâíåíèÿ ÊäÔ.
Ïîñòàíîâêè ïðÿìîé è îáðàòíîé çàäà÷ ðàññåÿíèÿ. Ñõåìà ðåøåíèÿ çàäà÷è
Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ ÊäÔ ìåòîäîì îáðàòíîé çàäà÷è.
ÌÅÒÎÄ ÎÁÐÀÒÍÎÉ ÇÀÄÀ×È ÄËß ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÊÄÔ:

ÎÁÎÑÍÎÂÀÍÈÅ. Ñâîéñòâà îäíîìåðíîãî îïåðàòîðà Øðåäèíãåðà ñ
áûñòðîóáûâàþùèì ïîòåíöèàëîì. Îïðåäåëåíèå ïàðû Ëàêñà. Êðèòåðèé
óíèòàðíîé ýêâèâàëåíòíîñòè ðåàëèçàöèé îïåðàòîðà Øðåäèíãåðà ïðè ðàç-
íûõ çíà÷åíèÿõ âðåìåíè. Ïðèìåðû îïåðàòîðîâ, îáðàçóþùèõ ïàðû Ëàêñà.
Ñëåäñòâèÿ î ñîáñòâåííûõ ÷èñëàõ. Óðàâíåíèå äëÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé
îïåðàòîðà ñ ïîñòîÿííûìè âî âðåìåíè ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè. Çàâèñè-
ìîñòü îò âðåìåíè äàííûõ ðàññåÿíèÿ â ñëó÷àå áûñòðîóáûâàþùåãî ïîòåí-
öèàëà. Ôóíêöèè Éîñòà. Ìàòðèöà ðàññåÿíèÿ, ñâÿçü åå ýëåìåíòîâ ñ êîýô-
ôèöèåíòàìè îòðàæåíèÿ è ïðîõîæäåíèÿ. Ñâÿçü ìåæäó ïîòåíöèàëîì è ÿä-
ðîì â òðåóãîëüíîì ïðåäñòàâëåíèè ïåðâîé ôóíêöèè Éîñòà. Ñâÿçü ÿäðà â
òðåóãîëüíîì ïðåäñòàâëåíèè ïåðâîé ôóíêöèè Éîñòà ñ äàííûìè ðàññåÿíèÿ
(óðàâíåíèå Ãåëüôàíäà�Ëåâèòàíà�Ìàð÷åíêî).
ÑÎËÈÒÎÍÍÛÅ ÐÅØÅÍÈßÓÐÀÂÍÅÍÈßÊÄÔ. Çàäà÷à Êî-

øè äëÿ óðàâíåíèÿ ÊäÔ ñî ñïåöèàëüíûìè íà÷àëüíûìè äàííûìè (ïîñòà-
íîâêà, ðåøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ ñ íà÷àëüíûì ïîòåíöèàëîì, çà-
âèñèìîñòü äàííûõ ðàññåÿíèÿ îò âðåìåíè). Ïîñòðîåíèå è ðåøåíèå óðàâ-
íåíèÿ Ãåëüôàíäà�Ëåâèòàíà�Ìàð÷åíêî äëÿ ïîëîæèòåëüíîãî çíà÷åíèÿ
âðåìåííîé ïåðåìåííîé. Îïðåäåëåíèå ñîëèòîíà, êà÷åñòâåííûé õàðàêòåð
âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ ñîëèòîíîâ.
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Ðåêîìåíäóåìûå òåìû ñåìèíàðñêèõ çàíÿòèé è óïðàæíåíèé

1.Óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ïåðâîãî ïîðÿäêà, çàäà÷à Êîøè.
Óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà�ßêîáè. (2 çàíÿòèÿ).

2.Êëàññèôèêàöèÿ óðàâíåíèé è ñèñòåì, õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïîâåðõíî-
ñòè. (1 çàíÿòèå.) Ïðèâåäåíèå ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó óðàâíåíèé è ñè-
ñòåì. Îáùåå ðåøåíèå. (2 çàíÿòèÿ, [1], � 1; [2], ãë.1, � 2.)

3.Îäíîìåðíîå âîëíîâîå óðàâíåíèå, çàäà÷à Êîøè, ôîðìóëà Äàëàìáåðà,
ïðèíöèï Äþàìåëÿ, çàäà÷è â êâàäðàíòå. (1 çàíÿòèå.) Ìíîãîìåðíîå âîë-
íîâîå óðàâíåíèå, åãî õàðàêòåðèñòèêè, çàäà÷à Êîøè, ôîðìóëû Êèðõ-
ãîôà è Ïóàññîíà, ïðèíöèï Äþàìåëÿ. (1 çàíÿòèå, [2], ãë.4, � 12, ï.2;
ãë.6, � 21.)

4.Êîððåêòíîñòü çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Ïðèìåð Àäàìàðà. (1 çà-
íÿòèå, [1], � 7, � 137�144.)

5.Ñìåøàííàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèé ãèïåðáîëè÷åñêîãî è ïàðàáîëè÷åñêî-
ãî òèïîâ. Ðåøåíèå ìåòîäîì Ôóðüå. (3 çàíÿòèÿ, [2], ë.6, � 20.)

6.Óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè, çàäà÷à Êîøè, ôîðìóëà Ïóàññîíà, ïðèí-
öèï Äþàìåëÿ, ïðèíöèï ìàêñèìóìà. (1 çàíÿòèå, [2], ãë.4, � 13; [1], � 7.)

7.Ïðîñòðàíñòâî îáîáùåííûõ ôóíêöèé D′, äåéñòâèÿ ñ îáîáùåííûìè
ôóíêöèÿìè. Ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ îïåðàòîðîâ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè. (2 çàíÿòèÿ, [2],
ãë.3, � 6�9, � 11.)



8.Êðàåâûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà. Ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåí-
íûõ (êâàäðàò, êðóã, êîëüöî). (1 çàíÿòèå.) Óðàâíåíèå Ëàïëàñà â îðòî-
ãîíàëüíûõ êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ, êîýôôèöèåíòû Ëàìå. Óðàâ-
íåíèå Ëàïëàñà â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ, ñôåðè÷åñêèå ãàðìîíèêè.
Óðàâíåíèå Ëàïëàñà â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ. (2 çàíÿòèÿ, [2],
ãë.5, � 16.)

9.Ôóíêöèÿ Ãðèíà. Ìåòîä èçîáðàæåíèé. (1 çàíÿòèå, [2], ãë.5, � 17; [1], � 6.)
10.Ñâîéñòâà ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé (ôîðìóëà Ïóàññîíà, òåîðåìà î ñðåä-

íåì, íåðàâåíñòâà Ãàðíàêà, òåîðåìà Ëèóâèëëÿ). (1 çàíÿòèå, [1], � 6.)
11.Ñìåøàííàÿ çàäà÷à äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèñòåì ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè:

ïîñòàíîâêà, ïðèõîäÿùèå è óõîäÿùèå õàðàêòåðèñòèêè, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå èì ðèìàíîâû èíâàðèàíòû, èíòåãðàë ýíåðãèè, äèññèïàòèâíûå êðà-
åâûå óñëîâèÿ, àïðèîðíûå îöåíêè. (3 çàíÿòèÿ.) [1], � 2�4.)

12.Ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà Lp(Ω), Lloc(Ω), C∞0 (Ω). Ðåãóëÿðíàÿ
îáîáùåííàÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè èç Lloc(Ω). Ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëå-
âàW (m)

p (Ω). (1 çàíÿòèå) ßäðà óñðåäíåíèÿ, ñâîéñòâà îïåðàòîðà óñðåä-
íåíèÿ â Lp(Ω), ðåøåíèå îäíîìåðíûõ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé â êëàññàõ W (m)

p [a, b]. (1 çàíÿòèå.) Îäíîìåðíûå òåîðåìû

âëîæåíèÿ, îïåðàòîðû ïðîäîëæåíèÿ â êëàññàõ W (m)
p . Ñëåä ôóíêöèè

èçW (m)
p . (1 çàíÿòèå, [2], ãë.2, � 4, ï.3; [1], � 9.)

13.Âàðèàöèîííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëà-
ñà. Äîïóñòèìûå è íåäîïóñòèìûå ôóíêöèè. Ïðèíöèï Äèðèõëå. (1 çàíÿ-
òèå, [2], ãë.5, � 19)

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ

1. Ãîäóíîâ Ñ.Ê., Çîëîòàðåâà Å.Â. Ñáîðíèê çàäà÷ ïî óðàâíåíèÿì
ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Íîâîñèáèðñê: ÍÃÓ, 1987.

2. Âëàäèìèðîâ Â.Ñ., Ìèõàéëîâ Â.Ï. è äð. Ñáîðíèê çàäà÷ ïî
óðàâíåíèÿì ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè / ïîä ðåäàêöèåé Âëàäèìèðî-
âà Â.Ñ. Ì.: Ôèçìàòëèò, 2001.

3. Âåíòöåëü Ò.Ä., Ãîðèöêèé À.Þ. è äð. Ñáîðíèê çàäà÷ ïî óðàâ-
íåíèÿì ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè / ïîä ðåäàêöèåé Øàìàåâà À.Ñ.
Ì.: Áèíîì. Ëàáîðàòîðèÿ çíàíèé. 2005.

Ïðîãðàììó ñîñòàâèë
äôìí ïðîô. êàôåäðû äèô. óðàâíåíèé Â. Ë. Âàñêåâè÷

30 àïðåëÿ 2011 ã.


