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Лекция 1.

Традиционные задачи линейной алгебры
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	Задачи:
	Методы (теория определителей):

	решение системы уравнений
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	метод Крамера:
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	вычисление обратной матрицы:
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	определение столбца 
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 матрицы 
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	вычисление определителя
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	спектральная задача:
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	собственные значения – корни полинома
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собственные векторы – решения систем
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r линейно независимых решений, где
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Непригодность этих методов:

	количество умножений при вычислении одного определителя:
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	ошибки округления:
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если 
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т.е. определитель вычисляется с большой ошибкой и, следовательно, решения поставленных задач вычисляются с такой же ошибкой.


Векторные и матричные нормы

	Векторные
	Матричные
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Примеры:
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– кубическая или равномерная
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–сферическая или евклидова
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аксиомы  1. – 3. 

– аддитивная

4. 
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–мультипликативная

согласованная с векторной, если
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подчиненная векторной, если
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Примеры подчиненных матричных норм:
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	Теорема. 
	Любые две нормы 
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	Примеры: 
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!!!   Константы эквивалентности зависят от размерности пространства   !!!

При решении системы линейных уравнений 
[image: image60.wmf]Axb
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 могут быть неточно заданы либо правая часть 
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, где компоненты вектора 
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 и элементы матрицы 
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 малы по сравнению с соответствующими элементами исходных вектора и матрицы. Тогда вместо решения 
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 мы получим его приближение 
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, причем компоненты вектора–ошибки 
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 могут быть большими.

Оценим норму ошибки через нормы возмущений правой части и матрицы системы, считая, что матричная норма подчинена векторной норме. 

Число обусловленности

Определение. 
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	Теорема.
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	Док–во.
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	Теорема.
	
[image: image79.wmf]1

Axb,detA0,(AA)(xx)bb,||A||||A||1

-

=¹+d+d=+d×d<



[image: image80.wmf]Þ



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image81.wmf]||x||condA||b||||A||

()

||A||

||x||||b||||A||

1condA

||A||

ddd

£×+

d

-×



	Док–во.
	1. 
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2. Т.к. 
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Лекция 2. Прямые методы решения линейных уравнений

Метод исключения Гаусса – схема единственного деления
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Схема единственного деления на примере системы третьего порядка:

	Прямой ход:
	Матричная формулировка:
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	Обратный ход:
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[image: image109.wmf]1

xUy

-

=




Формулы схемы единственного деления (доказать):

	k–ый шаг прямого хода: 


[image: image110.wmf](k1)(k1)(k)(k)

(k)(k1)(k)(k1)

kk

AxbAxb,

ALA,bLb

--

--

=Þ=

==



[image: image111.wmf](n)

AU

=

 – верхняя треуг. матрица
	
[image: image112.wmf](k1)

kk

k

(k1)(k1)

k1kkk

(k1)(k1)

nkkk

10000

01000

001/a00

L

00a/a10

00a/a01

-

--

+

--

éù

êú

êú

êú

=

êú

-

êú

êú

-

êú

ëû

KK

MKMMMKM

KK

KK

KK

MKMMMKM

KK




Теорема об LU разложении

Если 
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Доказательство.
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Предположим, что разложение 
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 – системы с треугольными неособенными матрицами (решения 
[image: image128.wmf]!

$

), и


[image: image129.wmf]1,k1
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ëû
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,

очевидно, что решение этого уравнения существует, но не единственно.

(так как 
[image: image130.wmf]k1k1k1

0detAdetLdetU

+++

¹=×

, то  
[image: image131.wmf]k1k1

detL0,detU0

++

¹¹

.)

И, наконец, 
[image: image132.wmf]nnn

AALULU

º=º

.

Объем вычислений.

Так как для решения системы уравнений с треугольной матрицей порядка 
[image: image133.wmf]k

 достаточно выполнить 
[image: image134.wmf]k(k1)/2

+

 умножений и делений, то полагая на каждом шаге 
[image: image135.wmf]k1,k1

u1

++

=

, получим, что число таких операций для вычисления последних строки и столбца матриц 
[image: image136.wmf]k1

L

+

 и 
[image: image137.wmf]k1

U

+

 равно 
[image: image138.wmf]k(k2)

+

, а для вычисления матриц 
[image: image139.wmf]L

 и 
[image: image140.wmf]U

 достаточно 
[image: image141.wmf]n1

3

1

k(k2)n/3

-

+»

å

 умножений или делений.

Замечание.

Если построено 
[image: image142.wmf]LU

–разложение матрицы 
[image: image143.wmf]A

, то ее определитель вычисляется за 
[image: image144.wmf]2(n1)

-

 умножений (перемножаются диагональные (ведущие) элементы).

	Теорема (об 
[image: image145.wmf]LDU

 – разложении).

Если 
[image: image146.wmf]k

detA0k

¹"

,

то разложение 
[image: image147.wmf]ALDU

=

, где


[image: image148.wmf]kkkk

lu1k

=="

, единственно.
	Док–во.

Пусть 
[image: image149.wmf](1)(1)(1)(2)(2)(2)

ALDULDU

==

, тогда


[image: image150.wmf](2)1(1)(2)(2)(1)(1)1

[L]LDU[DU]diagE

--

===

,

(т.к. 
[image: image151.wmf](2)1(1)

[L]L

-

 – нижняя треуг. м–ца с единицами на диагонали)


[image: image152.wmf](1)(2)

LL

Þ=



[image: image153.wmf](2)1(1)(2)(1)1

[D]DU[U]diagE

--

Þ===



[image: image154.wmf](1)(2)(1)(2)

UU&DD

Þ==

.


Разложение Холесского

	Теорема.
	Если 
[image: image155.wmf]AA0

*

=>

 (т.е. 
[image: image156.wmf](Ax,x)0x0

>"¹

),

то 
[image: image157.wmf]ALDL

*

=××

, 
[image: image158.wmf]kkk

l10k

,d

=>"

.

	Док–во.
	Т.к. 
[image: image159.wmf]k

kk

k

x

0(Ax,x)(Ax,x)x0
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<="=¹
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, то 
[image: image160.wmf]k
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[image: image161.wmf]ALDUAUDLLDL
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.

Т.к. 
[image: image162.wmf](k)1

k

y[L]e0&A0

*-

$=¹>

, то


[image: image163.wmf]kkkkkk

k

(Ay,y)(LDLy,y)(DLy,Ly)d0k

***

===>"

.


Метод квадратного корня

	Теорема.
	Если 
[image: image164.wmf]AA0

*

=>

, то 
[image: image165.wmf]ABB

*

=

, где 
[image: image166.wmf]B

– нижняя треугольная м–ца, и


[image: image167.wmf]222

condBcondBcondA

*

==

.

	Док–во.
	Из теоремы о разложении Холесского имеем


[image: image168.wmf]1/21/21/21/21/2

ALDLL(DD)L(LD)(LD)BLD

***

===Þ=

.

Т.к. 
[image: image169.wmf]Sp(BB)Sp(BB)Sp(A)

**

=º

, то 
[image: image170.wmf]222

||B||||B||(A)||A||

*

==r=

.

Аналогично 
[image: image171.wmf]1111
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||B||||(B)||(A)||A||
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==r=

.


[image: image172.wmf]222

condBcondBcondA

*
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.


Решение системы уравнений 
[image: image173.wmf]Axb

=

 с помощью разложения 
[image: image174.wmf]ABB

*

=

 называется методом квадратного корня. Так как
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то элементы матрицы B вычисляются по следующим формулам:

[image: image178.wmf]{
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Лекция 3.

Метод исключения с выбором главного элемента по столбцу

Напомним 1–ый шаг схемы единственного деления для решения 
[image: image179.wmf]Axb

=

:


[image: image180.wmf](1)(1)
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где 
[image: image181.wmf](1)(1)
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, 
[image: image182.wmf](1)

ijiji11j11
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.

Эти операции выполнимы, если (главный элемент шага) 
[image: image183.wmf]11

a0

¹

.

Ошибки округления будут меньше, если 
[image: image184.wmf]111j

|a||a|

³

 или 
[image: image185.wmf]11i1

|a||a|

³

.

Матрица перестановок


[image: image186.wmf]i
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, где 
[image: image187.wmf]12n
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 – перестановка 
[image: image188.wmf](1,2,...,n)

.

Доказать, что 
[image: image189.wmf]PPPPE

**

==

, т.е. 
[image: image190.wmf]P

 – ортогональная матрица.

Доказать, что 
[image: image191.wmf]2

cond(P)1

=

.

Элементарная матрица перестановок


[image: image192.wmf]kl

P

 – матрица перестановок 
[image: image193.wmf]k

 и 
[image: image194.wmf]l

 элементов в 
[image: image195.wmf]n

–ке 
[image: image196.wmf](1,2,...,n)

.

Доказать, что 
[image: image197.wmf]1

k,lk,lk,l

PPP

*-

==

.

Доказать, что умножение на матрицу 
[image: image198.wmf]k,l

P

 матрицы 
[image: image199.wmf]A

 слева (
[image: image200.wmf]k,l

PA

) – это перестановка 
[image: image201.wmf]k

 и 
[image: image202.wmf]l

 строк, справа (
[image: image203.wmf]k,l

AP

) –перестановка 
[image: image204.wmf]k

 и 
[image: image205.wmf]l

 столбцов матрицы 
[image: image206.wmf]A

.

Выбор главного элемента по столбцу.

	1–й шаг:
	находим 
[image: image207.wmf]1
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 (
[image: image208.wmf]0

¹

, если 
[image: image209.wmf]detA0
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меняем местами 1 и 
[image: image210.wmf]1
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 строки: 
[image: image211.wmf]11
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;

обнуляем в 1–ом столбце элементы: 
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[image: image215.wmf](1)
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.


После 
[image: image216.wmf]k

 шагов имеем 
[image: image217.wmf](k)(k)
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, где 
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[image: image221.wmf]k1
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)–й шаг:

	
	находим 
[image: image222.wmf]k1

(k)

k1ik1ik1

ik1,...,n

i:|a|max|a|

+

+++

=+

³

;

меняем местами 
[image: image223.wmf]k1
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 и 
[image: image224.wmf]k1
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обнуляем в (
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[image: image232.wmf](k)(k1)
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.


Очевидно, что, если 
[image: image233.wmf]detA0

¹

, то выполнив 
[image: image234.wmf]n1

-

 шаг, получим систему с верхней треугольной матрицей: 
[image: image235.wmf](n1)(n1)

AxUxby

--

º=º

.

	Теорема.
	Если 
[image: image236.wmf]detA0

¹

, то 
[image: image237.wmf]PALU

=

, где 
[image: image238.wmf]n11
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Доказать эту теорему в качестве упражнения, проверив, что матрицы 
[image: image241.wmf]k

L

 и 
[image: image242.wmf]k

L

%

 имеют одинаковую структуру.

Метод вращений решения системы уравнений

Элементарная матрица вращения


[image: image243.wmf]k1
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Доказать, что 
[image: image244.wmf]k,l

Q

 – унитарная матрица, т.е. 
[image: image245.wmf]**

k,lk,lk,lk,l

Q(Q)(Q)QE

==

.

Доказать, что 
[image: image246.wmf]k,l

detQ1

=

.

Доказать, что при умножении на матрицу 
[image: image247.wmf]k,l

Q

 матрицы 
[image: image248.wmf]A

 слева (
[image: image249.wmf]k,l

QA

) изменяются только 
[image: image250.wmf]k

 и 
[image: image251.wmf]l

 строки матрицы 
[image: image252.wmf]A

.


[image: image253.wmf]k

–ый шаг метода вращений

Предположим, что после 
[image: image254.wmf]k1

-

 шага система 
[image: image255.wmf]Axb

=

 с помощью умножения слева на ортогональную матрицу приведена к виду 
[image: image256.wmf](k1)(k1)
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, где


[image: image257.wmf](k1)

k1k1,nk1

(k1)(k1)

(k1)

k,kk,n

k

(k1)(k1)(0)(0)

(k1)(k1)

(k1)

n,kn,n

n

RR

y

aa

b

A,b(AA,bb)

0

aa

b

-

---+

--

-

--

--

-

éù

éù

êú

êú

êú

êú

====

êú

êú

êú

êú

êú

êú

ëû

ëû

K

MLM

M

K

.

Тогда 
[image: image258.wmf]k

–ый шаг состоит из умножения системы 
[image: image259.wmf](k1)(k1)

Axb

--

=

 слева на элементарные матрицы вращений 
[image: image260.wmf]k,k1k,n
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[image: image261.wmf]k1
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[image: image264.wmf]k,ki
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, если 
[image: image265.wmf]k,ki
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В результате получим 
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.

Выполнив 
[image: image268.wmf]n1

-

 шаг, получим систему с верхней треугольной матрицей: 
[image: image269.wmf](n1)(n1)

AxRxby

--
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 (заметим, что, если 
[image: image270.wmf]detA0

¹

, то и 
[image: image271.wmf]detR0

¹

).

Если определить унитарную матрицу 
[image: image272.wmf]*
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, то справедлива

Теорема. 
[image: image273.wmf]AAQR

"$=×

.

Доказать, что 
[image: image274.wmf]2222

condAcondQcondRcondR

=×=

.

Лекция 4.

Метод отражений решения системы уравнений

Матрица отражения

	[image: image275.png]
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Доказать, что 
[image: image277.wmf]*1
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, 
[image: image278.wmf]detH1
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.  



[image: image279.wmf]k

–ый шаг метода отражений

Предположим, что после 
[image: image280.wmf]k1

-

 шага система 
[image: image281.wmf]Axb

=

 с помощью умножения слева на ортогональную матрицу приведена к виду 
[image: image282.wmf](k1)(k1)

Axb

--

=
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Тогда 
[image: image284.wmf]k

–ый шаг состоит из умножения системы 
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Выполнив 
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 шаг, получим систему с верхней треугольной матрицей: 
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Решение системы с вырожденной матрицей


[image: image302.wmf]HR

–разложение с перестановками столбцов матрицы 
[image: image303.wmf]A


	1– ый шаг.
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Доказать: 
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Определяем номер столбца 
[image: image315.wmf]k
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Доказать: 
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	Ответ:
	Если 
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, то после 
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где 
[image: image324.wmf]H

 и 
[image: image325.wmf]P

 – ортогональные матрицы.


Совместность системы с вырожденной матрицей

Система 
[image: image326.wmf]Axb

=

 называется совместной, если она имеет решение. Следовательно, система совместна 
[image: image327.wmf]Û
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– общее решение системы, где 
[image: image330.wmf]x*

– любое ее решение.

	Теорема.
	Если система 
[image: image331.wmf]Axb
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 совместна (
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то 
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 совместна система 
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 и множества решений этих систем совпадают.


Система 
[image: image335.wmf]Axb

=

 несовместна, если 
[image: image336.wmf]bImA
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В этом случае ее обобщенным решением (относительно векторной нормы 
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Доказать: общее решение совместной системы совпадает с множеством ее обобщенных решений.

Доказать: множество обобщенных решений 
[image: image339.wmf]22
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 совпадает с общим решением системы 
[image: image340.wmf]AAxAb

**

=

.

Применение 
[image: image341.wmf]HR

–разложения с перестановками столбцов для решения совместной системы

Выполним эквивалентное преобразование совместной системы 
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Из–за ошибок округления эта система будет иметь вид:
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где матрица 
[image: image345.wmf]t
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 и вектор 
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 должны иметь малые по модулю элементы. Заменяем их на нулевые матрицу и вектор (диагональные элементы матрицы 
[image: image347.wmf]R

 по модулю мажорируют все левее и ниже лежащие элементы, как только очередной диагональный элемент стал “намного” меньше предыдущего, то и остальные элементы почти нулевые):
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очевидно, что общее решение этой системы определяется формулой
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а решение исходной системы 
[image: image350.wmf]xPy
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.

Метод прогонки решения систем с трехдиагональной матрицей


[image: image351.wmf]LU

–разложение трехдиагональной матрицы 
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где (проверить)
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Формулы метода прогонки для системы 
[image: image363.wmf]Axf
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сначала вычисляем (рекуррентно):
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и решаем систему с матрицей 
[image: image365.wmf]L

 (прямой ход):
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и, наконец, решаем систему 
[image: image367.wmf]Uxy
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 (обратный ход):
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	Теорема.
	Если 
[image: image369.wmf]iii1n
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, то 
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(т.е. 
[image: image371.wmf]LU

–разложение существует и метод прогонки применим).

	Док–во.
	(от противного) Пусть 
[image: image372.wmf]k
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Разделим равенство 
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Лекция 5. Итерационные методы решения линейных уравнений

Мы будем рассматривать только вещественные системы линейных алгебраических уравнений, так как система уравнений 
[image: image379.wmf]Axb
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 над полем комплексных чисел сводится (доказать) к системе
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с вещественными коэффициентами.

Пример и основные определения

Пример:

пусть для матрицы системы 
[image: image381.wmf]Axb
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 построена обратная 
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. Из–за ошибок округления мы получим не обратную матрицу, а к ней близкую: 
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 имеем уравнение 
[image: image386.wmf]A(xx)Axb

-=-

%%

, приближенное решение которого 
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 или итерационное уточнение
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Одношаговый (двухслойный) итерационный метод решения 
[image: image391.wmf]Axb
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[image: image393.wmf]k
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 – 
[image: image394.wmf]k

-тое приближение (к решению системы),
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– ошибка 
[image: image396.wmf]k

-той итерации
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– процесс для ошибки,
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 – матрица шага для ошибки;
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– невязка 
[image: image400.wmf]k

-той итерации
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– процесс для невязки,
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 – матрица шага для невязки;


Метод называется сходящимся, если 
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(Так как в 
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 все нормы эквивалентны, то определение сходимости от нормы не зависит.)

Стационарный одношаговый итерационный метод решения 
[image: image405.wmf]Axb
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Впредь мы будем предполагать, что 
[image: image407.wmf]detA0
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 и 
[image: image408.wmf]detH0
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.

Условия сходимости стационарного итерационного метода
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Достаточные условия:

	Теорема.
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	Теорема.
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	Если 
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	Док–во. 
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Необходимое и достаточное условие:

	Теорема.
[image: image423.wmf]
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	Док–во. 
	Необходимость. 

Пусть 
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Так как 
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	Достаточность.

Если докажем, что 
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Итак, пусть 
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Практически очевидно, что 
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Пусть 
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Асимптотическая скорость сходимости

Сколько нужно сделать итераций, чтобы ошибка 
[image: image447.wmf]k
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 итерационного процесса
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уменьшилась в 
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	Теорема.
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Средняя скорость за 
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Асимптотическая скорость сходимости: 
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	Если 
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	Док–во. 
	Из док–ва теоремы о необходимом и достаточном условии сходимости 
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Т.к. 
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Принято считать, что из двух итерационных процессов лучше тот, у которого асимптотическая скорость сходимости больше.

Но использовать асимптотическую скорость сходимости для оценки числа итераций, необходимых для уменьшения начальной ошибки в 
[image: image475.wmf]1
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 раз, можно только в случае 
[image: image476.wmf]k
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Лекция 6.

Один из способов построения итерационного метода решения системы линейных алгебраических уравнений 
[image: image477.wmf]Axb
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 состоит из представления матрицы в виде 
[image: image478.wmf]ABC

=-

, переписи системы в виде 
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Метод Якоби

Если 
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называется методом Якоби для решения системы 
[image: image486.wmf]Axb
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Сходимость в случае диагонального преобладания по строкам

	Теорема.
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, т.е. выполняется достаточное условие сходимости.


Сходимость в случае диагонального преобладания по столбцам

	Теорема.
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	Док–во. 
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, т.е. выполняется необходимое условие сходимости.


Необходимое и достаточное условие сходимости метода Якоби в случае симметричной матрицы с положительной главной диагональю

	Теорема.
	Если 
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	Док–во. 
	1. собственные значения матрицы 
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Метод Зейделя (Гаусса–Зейделя, Некрасова)

Если матрицу системы 
[image: image523.wmf]Axb
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то итерационный процесс 
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называется методом Зейделя для решения системы 
[image: image528.wmf]Axb
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Доказать: 
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Необходимое и достаточное условие сходимости метода Зейделя в случае симметричной матрицы с положительной главной диагональю

	Теорема.
	Если 
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	Док–во. 
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Лекция 7.

Функционал ошибки

Второй из способов построения итерационного метода решения системы линейных алгебраических уравнений 
[image: image581.wmf]Axb
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) состоит из построения последовательности приближений 
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	Теорема.
	Если 
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Обычно используют нормы, порождаемые симметричной положительно определенной матрицей: 
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Метод полной релаксации

для решения системы 
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где параметр 
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	Док–во.
	Т.к. 
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Очевидно, что при 
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если хотя бы одна из компонент невязки 
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Итак, функционал ошибки строго убывает.

Найдем оператор шага для ошибки:

имеем (проверить!): 
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[image: image633.wmf]Þ

  
[image: image634.wmf]k1k1k
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 – метод Зейделя (он сходится)


[image: image635.wmf]Þ

  
[image: image636.wmf]1
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 – непрерывный (всюду) оператор шага


[image: image637.wmf]Þ

  
[image: image638.wmf]k

xx

®

 по теореме о функционале ошибки.


Метод неполной релаксации

для решения системы 
[image: image639.wmf]Axb

=

 с матрицей 
[image: image640.wmf]AA0

*

=>

 – очередное приближение 
[image: image641.wmf]k1
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+

 определяется по известному приближению 
[image: image642.wmf]k

x

 за 
[image: image643.wmf]n

 шагов:


[image: image644.wmf]ki/nk(i1)/n
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где параметр 
[image: image645.wmf]k(i1)/n
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, т.е. ошибка уменьшается меньше, чем в методе полной релаксации (
[image: image646.wmf]1
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Расчетные формулы имеют вид (проверить!): 
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или 


[image: image649.wmf]k1k1k1k
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	Теорема.
	Если 
[image: image650.wmf]AA0

*

=>

, то метод неполной релаксации сходится 
[image: image651.wmf](0,2)

"wÎ

.

	Док–во
	практически совпадает с доказательством сходимости метода полной релаксации.


Оценка сходимости методов релаксации

Итак, ошибка 
[image: image652.wmf]k1k1k

zSz(E(DL)A)z
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 монотонно убывает в норме 
[image: image653.wmf]A
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. Оценим 
[image: image654.wmf]2
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Т. к.
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Т.к. 
[image: image660.wmf]111
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, то
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где 
[image: image663.wmf]1/2111/2
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Пусть 
[image: image664.wmf]1/2111/211/2
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Т.к. 
[image: image665.wmf]1121
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то 
[image: image666.wmf]21

11

(Av,v)

(Dv,v)(Av,v)(RDRv,v)

-*

g=

+t+t

.

	Теорема.
	
[image: image667.wmf]22
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где постоянные 
[image: image668.wmf]0
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 и 
[image: image669.wmf]0
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 таковы, что


[image: image670.wmf]1
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(
[image: image671.wmf]1
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[image: image672.wmf]111
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	Док–во
	очевидно.


Доказать: 
[image: image673.wmf]**
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Доказать: 
[image: image674.wmf]*
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Пример
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[image: image676.wmf]122
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т.к. 
[image: image677.wmf]1
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, то 
[image: image678.wmf]1
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[image: image679.wmf]0.5
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тогда (проверить):

	верхняя релаксация
	
[image: image680.wmf]**
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[image: image682.wmf]2(n1)1
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	полная релаксация
	
[image: image683.wmf]22

A

22

2

g(2)1,||S||g(2)1

(n1)(n1)

pp

»-£»-

++

,      
[image: image684.wmf]2

2

(n1)1

k()ln

+

e=×

pe




т.е. метод верхней релаксации в 
[image: image685.wmf](n1)/(2)

+p

 раз дешевле.

Лекция 8.

Градиент, метод наискорейшего спуска

Как выбирать вектор 
[image: image686.wmf]y

 при построении итерационного метода 
[image: image687.wmf]k1k

xxy

+

=+a×

 из условия минимизации ошибки: 
[image: image688.wmf]k12k2
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Если 
[image: image689.wmf]2
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Следовательно, 
[image: image691.wmf]kk
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	Теорема.
	Метод наискорейшего спуска

сходится , если 
[image: image692.wmf]AA0
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[image: image693.wmf]k1kk
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	Док–во.
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минимум правой части достигается при 
[image: image696.wmf]kkkk
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[image: image697.wmf]kk2

k12k2k2

AAA

kk

|(r,r)|

||z||||z||||z||

(Ar,r)

+

=-<
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[image: image698.wmf]kk
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Очевидно, что оператор 
[image: image699.wmf]S

: 
[image: image700.wmf]k1kkkk
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непрерывен всюду, кроме , быть может, 0. 
[image: image701.wmf]k
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Метод минимальных невязок

В итерационном процессе 
[image: image702.wmf]k1kk
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 параметр 
[image: image703.wmf]k
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 будем выбирать из условия минимизации невязки: 
[image: image704.wmf]k1k1kkkk
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	Теорема.
	Метод минимальных невязок

сходится , если 
[image: image705.wmf]A0
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	Док–во.
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минимум правой части достигается при 
[image: image709.wmf]kkkk
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, если 
[image: image711.wmf]kkk
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Очевидно, что оператор 
[image: image712.wmf]S

: 
[image: image713.wmf]k1kkkk
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zS(z)z(z)Az
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непрерывен всюду, кроме , быть может, 0. 
[image: image714.wmf]k

z0
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.


Метод простой итерации

В методах наискорейшего спуска и минимальных невязок для определения параметра 
[image: image715.wmf]k

t

 на каждом шаге нужно вычислять два скалярных произведения (с умножением невязки на матрицу системы). Использование постоянного параметра 
[image: image716.wmf]k

tºt

 существенно уменьшает объем вычислений на каждом шаге.

	Теорема.
	Если 
[image: image717.wmf]AA0
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, то

метод простой итерации

сходится при

 
[image: image718.wmf]2
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[image: image719.wmf]k1kk
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[image: image721.wmf]minmax
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	При         
[image: image722.wmf]опт
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[image: image723.wmf]maxmin

опт

maxmin

0

t

l-l

r=£r"t>

l+l

.

	Док–во.
	

	
	
[image: image724.wmf]kk1k1
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т.к. функция 
[image: image726.wmf]g|1|
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 выпукла вниз.
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[image: image728.wmf]2
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[image: image729.wmf]2
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, метод сходится.

Оптимальный параметр выбираем из условия


[image: image730.wmf]оптопт22

00

||EA||min||EA||min

t

t>t>

rº-t×=-t×ºr


легко проверить, что
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Оценки сходимости МНС и ММН

	Теорема.
	Если 
[image: image734.wmf]AA0
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, то для ошибки 
[image: image735.wmf]k
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 метода наискорейшего спуска:
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	Док-во.
	Так как

	
	 
[image: image739.wmf]k1kkkkk
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Т.к. 
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	Теорема.
	Если 
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, то для метода минимальных невязок:
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	Док-во.
	Так как
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Т.к. 
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Лекция 9. Метод Ричардсона с чебышевскими параметрами

Задача оптимизации параметров

Параметры 
[image: image760.wmf]k

t

 в итерационном методе 
[image: image761.wmf]k1kk
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 можно выбирать из условия минимизации спектрального радиуса 
[image: image762.wmf]m,

(S(A))

t

r

 матрицы (оператора) ошибки за 
[image: image763.wmf]m

 шагов: 
[image: image764.wmf]m00
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Если все параметры взять одинаковыми, то мы получим метод простой итерации и он сходится при известных условиях, т.е. предлагаемый способ построения итерационного метода может привести только к лучшему методу.

Мы будем предполагать, что 
[image: image765.wmf]Sp(A)[,],0

Íaba>

, т.е. все собственные значения матрицы системы линейных уравнений 
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Т.к. 
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, а последнюю минимаксную задачу решать проще (почему?), мы будем искать 
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т.е. решать задачу о поиске полинома 
[image: image770.wmf]m,
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 степени 
[image: image771.wmf]m

, наименее уклоняющегося от нуля на отрезке 
[image: image772.wmf][,]
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 при условии 
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Если 
[image: image779.wmf]AA
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– оценка сходимости метода.

Полином Чебышева 
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и решение задачи оптимизации параметров
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Покажем, что этот полином наименее уклоняется от нуля на интервале 
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Осталось вычислить 
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Циклический метод Ричардсона: формулы и сходимость 

	Теорема.
	Если 
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с чебышевскими параметрами 
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Об устойчивости метода Ричардсона

Из–за ошибок округления реализация формул 
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Рассмотрим модельный пример, в котором ошибка округления возникает только на шаге с 
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Проверить: 
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Изменим упорядочение параметров: 
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Проверить: 
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т.е. реализация с точностью до ошибок округления.

Из этого примера следует, что переупорядочение параметров существенно влияет на устойчивость вычислений в методе Ричардсона. Задача об оптимальном упорядочении параметров ставится следующим образом.
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Решением этой задачи для 
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Трехчленные формулы реализации 
метода Ричардсона с чебышевскими параметрами

Для решения системы 
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Преобразуем эту формулу:
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Введем обозначение 
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– двухшаговый (трехслойный) итерационный процесс.

Лекция 10. 

Многошаговые методы. Вариационная оптимизация

Для определения параметров метода Ричардсона (простой итерации при 
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где 
[image: image922.wmf]0m0

1mm

L{g,...,g}L{Az,...,Az}L

=º

, 

то


[image: image923.wmf]m00

Dm1D11mmD

||z||min||(EA)...(EA)z||min||zg...g||

ga

=-g-g=-a--a

.

Параметры 
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Матрица этой системы – матрица Грамма базиса 
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Метод сопряженных градиентов

Пусть матрица системы 
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предположения мат. индукции выполнены,

мы построили метод сопряженных градиентов.


Теорема.

Если 
[image: image969.wmf]AA0

*

=>

, то метод сопряженных градиентов продолжается до получения решения системы 
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Доказать теорему в качестве упражнения.

Переобуславливатель

Для решения системы 
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где матрица 
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т.к. 
[image: image985.wmf]1/21/21/21/2*

BSB[BSB]

--

tt

=

 и 
[image: image986.wmf]1/21/21/21/2*

ASA[ASA]

--

tt

=

.


	Теорема.
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	Док–во.
	
[image: image990.wmf]k1k1k1kk

A

kk1kk21k1k

kkkk2kk

kkkkk

A

||z||(Az,z)(ASz,Sz)

(Az,z)2(ABAz,z)(ABAz,BAz)

(Az,z)2(Bw,w)(Aw,w)

(Az,z)2([B0.5A]w,w)||z||

+++

tt

---

===

=-t+t=

=-t+t=

=-t-t<
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 функционал ошибки строго убывает и, т.к. оператор 
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 непрерывен, то итерационный процесс сходится 
[image: image993.wmf](S)1
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Положительно определенные матрицы
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Теорема 1. 
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Теорема 2. 
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Теорема 3. 
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(т.к. 
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Теорема 4. 
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Теорема 5. 
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Теорема 6. 
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Доказать эти утверждения в качестве упражнений.

Построить пример вещественной несимметричной, но положительно определенной в 
[image: image1005.wmf]n
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 матрицы.

Лекция 11. Проблема собственных значений

Для матрицы 
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 нужно найти числа 
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 и ненулевые векторы 
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 такие, что 
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 – собственное значение, 
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 – собственный вектор.

Корректность задачи на собственные значения

Известно, что все собственные значения матрицы 
[image: image1012.wmf]A

 являются корнями характеристического полинома
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а коэффициенты 
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 – непрерывные функции элементов матрицы 
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Пусть 
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Лемма 1. 
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	Лемма 2.
	В любом круге на комплексной плоскости с центром в точке 
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	Разложим 
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Пусть 
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[image: image1030.wmf]Q(z)

, среди которых корень с минимальной абсолютной величиной имеет номер 
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	Лемма 3.
	Если 
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	методом матиндукции по степени полинома.
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Пусть лемма верна при 
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Степенной метод вычисления максимального собственного значения матрицы 
[image: image1050.wmf]AA0

*

=³


Идея метода: для заданного вектора 
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 рассмотрим его 
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где 
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разложения вектора 
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[image: image1059.wmf](1)(2)(n)

q,q,...,q

.

Итерационный процесс
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называется степенным методом вычисления максимального собственного значения матрицы 
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если проекция начального вектора 
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 на линейную оболочку собственных векторов, соответствующих 
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Док–во.
Пусть 
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Тогда 
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Замечание. Сходимость степенного метода не зависит от выбора в нем векторной нормы, т.к. все нормы в 
[image: image1075.wmf]n
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 эквивалентны.

Степенной метод вычисления минимального собственного значения матрицы 
[image: image1076.wmf]AA0
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Задача вычисления минимального собственного значения матрицы 
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 легко сводится к задаче вычисления максимального собственного значения матрицы 
[image: image1078.wmf]EA0

b×-³

, где 
[image: image1079.wmf](A)

b³r

, так как 
[image: image1080.wmf]min

(EA)(A)

rb×-=b-l

.

Оценку для 
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называется степенным методом вычисления минимального собственного значения матрицы 
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если проекция начального вектора 
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 на линейную оболочку собственных векторов, соответствующих 
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Справедливость этого утверждения является следствием сходимости степенного метода вычисления спектрального радиуса матрицы 
[image: image1088.wmf]B||A||EA
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.

Применение ортогонализации и степенного метода для вычисления очередного собственного значения

Предположим, что собственное значение 
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 матрицы 
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Построим симметричную положительно определенную матрицу 
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Докажите, что спектр матрицы 
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 матрицы 
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 и нуля (вектор 
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 принадлежит ее ядру).

Отсюда следует, что, если 
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Следовательно, применяя степенной метод для матрицы 
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 – очередным собственным значению и вектору матрицы 
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Эту процедуру можно продолжать до тех пор, пока мы не получим все собственные значения.

Лекция 12. Метод деления пополам (бисекций)

Для самосопряженной матрицы 
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(A)

s

 – количество нулевых элементов,

· 
[image: image1117.wmf](A)

+

s

 – количество положительных элементов на диагонали 
[image: image1118.wmf]D

.

Нам известно (из теоремы и алгоритма 
[image: image1119.wmf]LDU

–разложения), что если все 
[image: image1120.wmf]k

detA0

¹

, то 
[image: image1121.wmf]*

1nk1k

ALDL,Ddiag{d,...,d},detAd...d

===××

.

Следовательно, в этом случае за конечное число действий мы можем определить 
[image: image1122.wmf]00

(A){(A),(A),(A)},(A)0

-+

s=ssss=

.

Матрица 
[image: image1123.wmf]*

AA

=

 преобразованием подобия ортогональной матрицей 
[image: image1124.wmf]Q

 (конгруэнтным преобразованием) из собственных векторов приводится к диагональному виду 
[image: image1125.wmf]*

1n

diag{,...,}QAQ

L=ll=

. Следовательно,

· 
[image: image1126.wmf](A)

-

s

 = количеству отрицательных,

· 
[image: image1127.wmf]0

(A)

s

 = количеству нулевых,

· 
[image: image1128.wmf](A)

+

s

 = количеству положительных собственных значений матрицы 
[image: image1129.wmf]A

,

и, используя 
[image: image1130.wmf]*

LDL

–разложение, мы можем эти числа определить.

Подытожим  эти рассуждения в виде следующей леммы.

	Лемма 1.
	Если матрица 
[image: image1131.wmf]*

AA

=

 и 
[image: image1132.wmf]k

detA0k

¹"

,

то количество ее отрицательных собственных значений


[image: image1133.wmf]12n

(A)

ЧПЗ{1,detA,detA,...,detA}

-

s=


– число перемен знака.

	Док–во
	леммы оставляется в виде упражнения.


Идея метода бисекций вычисления 
[image: image1134.wmf]j

Sp(A)

lÎ



[image: image1135.wmf]j00

[a,b][||A||,||A||]

¥¥

lÎ=-

, т.к. 
[image: image1136.wmf](A)||A||

¥

r£

, т.е. все собственные значения 
[image: image1137.wmf]12n

...

l£l££l

 матрицы 
[image: image1138.wmf]*

AA

=

 лежат в этом интервале.

Определим в какой половине интервала 
[image: image1139.wmf]00

[a,b]

 лежит 
[image: image1140.wmf]j

l

. Для этого вычислим 
[image: image1141.wmf]0

(AcE)

-

s-

 – количество собственных значений меньших 
[image: image1142.wmf]000

c(ab)/2

=+

. Если 
[image: image1143.wmf]0

(AcE)j

-

s-³

, то 
[image: image1144.wmf]j0011

[a,c][a,b]

lÎº

, иначе 
[image: image1145.wmf]j0011

[c,b][a,b]

lÎº

.

Через 
[image: image1146.wmf]k

 таких шагов получим: 
[image: image1147.wmf]k1

jkkkk

[a,b],ba||A||/20

-

¥

lÎ-=®

, т.е. мы можем получить оценку искомого собственного числа с любой точностью.

Приведение самосопряженной матрицы к трехдиагональному виду ортогональным преобразованием подобия с помощью матриц вращения

Как и раньше, через 
[image: image1148.wmf]i,ik

Q

+

 будем обозначать элементарную матрицу вращения, отличающуюся от единичной матрицы 

двумя диагональными элементами: 
[image: image1149.wmf]i,iki,ii,iki,ikik,iki,ik

(Q)c,(Q)c

++++++

==

, и двумя внедиагональными элементами: 
[image: image1150.wmf]i,iki,iki,iki,ikik,ii,ik

(Q)s,(Q)s

++++++

=-=

, 
[image: image1151.wmf]22

i,iki,ik

|c||s|1

++

+=

.

Выполним и

	1–й шаг.
	Исключение элементов 1–го столбца матрицы 
[image: image1152.wmf]A

, начиная с 3–его, с помощью последовательного умножения на унитарные матрицы 
[image: image1153.wmf]2,32,n

Q,...,Q

: 
[image: image1154.wmf]12,n2,32,n2,311

A(Q...Q)A(Q...Q)QAQ

**

=××××º

.

	2–й шаг.
	Исключение элементов 2–го столбца матрицы 
[image: image1155.wmf]1

A

, начиная с 4–ого, с помощью последовательного умножения на унитарные матрицы 
[image: image1156.wmf]3,43,n

Q,...,Q

: 
[image: image1157.wmf]23,n3,413,n3,4212

A(Q...Q)A(Q...Q)QAQ

**

=××××º

.

	…
	…………………..

	k–й шаг.
	Исключение элементов k–го столбца матрицы 
[image: image1158.wmf]k1

A

-

, начиная с (k+2)–ого, с помощью последовательного умножения на матрицы 
[image: image1159.wmf]k1,k2k1,n

Q,...,Q

+++

: 
[image: image1160.wmf]kk1,nk1,k2k1k1,nk1,k2kk1k

A(Q...Q)A(Q...Q)QAQ

**

+++-+++-

=××××º

.

	…
	…………………..

	(n–2)–й шаг.
	Исключение последнего элемента (n-2)–го столбца матрицы 
[image: image1161.wmf]n3

A

-

 с помощью умножения на матрицу 
[image: image1162.wmf]n1,n

Q

-

:

 
[image: image1163.wmf]n2n1,nn3n1,nn2n3n2

A(Q)A(Q)QAQ

**

-------

=º

.



[image: image1164.wmf]11

122

n2n21n21

n2n1n1

n1n

TA(Q...Q)A(Q...Q)

*

---

---

-

ab

éù

êú

bab

êú

êú

==××××=

êú

bab

êú

êú

ba

ëû

OOO

,


[image: image1165.wmf]Sp(A)Sp(T)

=

. 

Если 
[image: image1166.wmf]k

0

b=

, то 
[image: image1167.wmf]k

nk

T0

T

ˆ

0T

-

éù

=

êú

ëû

 
[image: image1168.wmf]Þ

 
[image: image1169.wmf]knk

ˆ

Sp(T)Sp(T)Sp(T)

-

=

U

,

т.е. поиск собственных значений самосопряженной матрицы сводится к задаче на собственные значения якобиевых трехдиагональных матриц.

	Лемма 2.
	Самосопряженная матрица подобна трехдиагональной вещественной матрице.

	Док–во.
	Только что мы привели самосопряженную матрицу 
[image: image1170.wmf]A

 к трехдиагональному виду ортогональным преобразованием подобия: 
[image: image1171.wmf]n21n21i1ii

T(Q...Q)A(Q...Q)tridiag{,,}

*

---

=××××=bab

.

Определим матрицу 
[image: image1172.wmf]1n

Ddiag{d,...,d}

=

: (предполагая 
[image: image1173.wmf]i

0

"b¹

)


[image: image1174.wmf]1

d1

=

, 
[image: image1175.wmf]211

d/||

=bb

, ... , 
[image: image1176.wmf]n11n1n1

d/||.../||

--

=bb××bb

.

Тогда 
[image: image1177.wmf]1

DD

-*

=

, 
[image: image1178.wmf]1

i1ii

BDTDtridiag{||,,||}

-

-

==bab

.


Якобиевы матрицы

Вещественная матрица


[image: image1179.wmf]11

222

1223n1n

n1n1n1

nn

ab

cab

B,bc0,bc0,...,bc0

cab

ca

-

---

éù

êú

êú

êú

=×>×>×>

êú

êú

êú

ëû

OOO

, 

называется якобиевой (у нас 
[image: image1180.wmf]ii1

cb

-

=

).

	Лемма 3.
	Пусть 
[image: image1181.wmf]i1ii

Btridiag{b,a,b}

-

=

 – якобиева матрица, тогда

1. 
[image: image1182.wmf]011

detB1,detBa,

º=



[image: image1183.wmf]2

i1i1iii1

detBadetBbdetB,

i1,...,n1.

++-

=×-×

=-


2. если 
[image: image1184.wmf]i

detB0(in)

=<

, то 
[image: image1185.wmf]i1i1

detBdetB0

-+

×<

,
если 
[image: image1186.wmf]n

detB0

=

, то 
[image: image1187.wmf]n1

detB0

-

¹

.

	Док–во
	оставляется читателю в качестве упражнения.


	Лемма 4.
	Собственные значения якобиевой матрицы 
[image: image1188.wmf]B

 попарно различные (простые). 

	Док–во.
	Т.к. размерность ядра симметричной матрицы 
[image: image1189.wmf]BBE

l

=-l

 совпадает с кратностью 
[image: image1190.wmf]Sp(B)

lÎ

, а из леммы 3 следует, что у вырожденной якобиевой матрицы 
[image: image1191.wmf]B

l

 минор 
[image: image1192.wmf]n1

[detB]0

l-

¹

, то 
[image: image1193.wmf]rangBn1,dimKerB1

ll

=-=

 и 
[image: image1194.wmf]l

 простое собственное значение матрицы 
[image: image1195.wmf]B

.


	Теорема.
	Пусть 
[image: image1196.wmf]i1ii

Btridiag{b,a,b}

-

=

 – якобиева матрица, тогда


[image: image1197.wmf]12n

(B)

ЧПЗ{1,detB,detB,...,detB}

-

s=

,

если 
[image: image1198.wmf]k

detB0

=

 приписать знак 
[image: image1199.wmf]k1

detB

-

.

	Док–во.
	1. Если 
[image: image1200.wmf]k

detB0k

¹"

, то это лемма 1.


2. Пусть 
[image: image1201.wmf]k

k:detB0

$=

. Пусть 
[image: image1202.wmf]kk1

sign(detB)sign(detB)

-

=

.

Определим 
[image: image1203.wmf]i

0

Sp(B),0,i1,...,n

min||0

lÎl¹=

e=l>

 и рассмотрим якобиевы матрицы 
[image: image1204.wmf]0

BBE,(0,)

±e

=±eeÎe

.

Т.к. 
[image: image1205.wmf]ii

([B])(B)0i1,...,n

±e

lºl±e¹"=

, то

а) 
[image: image1206.wmf]i

det[B]0i1,...,n,

±e

¹"=

 (т.к. определитель матрицы равен произведению ее собственных значений),

б) 
[image: image1207.wmf]iiii

sign(det[B])sign(det[B])sign(detB)detB0

e-e

=="¹

,

в) 
[image: image1208.wmf]kkk

sign(det[B])sign(det[B])0detB0

e-e

×<"=

,

(т.к. из леммы 4 следует, что 
[image: image1209.wmf]k

(B)0

l=

 простое и отрицательных собственных значений у матрицы 
[image: image1210.wmf]k

[B]

-e

 на одно больше, чем у матрицы 
[image: image1211.wmf]k

[B]

e

),

г) 
[image: image1212.wmf]0

(B)(B),(B)(B)(B)

-e---e-

s=ss=s+s

.

Из леммы 1, а) и г) следует, что 


[image: image1213.wmf]12n

(B)

ЧПЗ{1,det[B],det[B],...,det[B]}(B)

-eeee-

s==s

,


[image: image1214.wmf]12n0

(B)

ЧПЗ{1,det[B],det[B],...,det[B]}(B)(B)

--e-e-e-e-

s==s+s

,



[image: image1215.wmf]12n

ЧПЗ{1,detB,detB,...,detB}?

=


Подсчитаем эти числа:

Из б) следует, что если 
[image: image1216.wmf]j

detB0

¹

 и 
[image: image1217.wmf]j1

detB0

+

¹

, то перемена знака происходит (или нет) одновременно в этих последовательностях.

Случай 
[image: image1218.wmf]k

detB0,kn

=¹

.

Из леммы 3 имеем 
[image: image1219.wmf]k1k1

detBdetB0

-+

×<

, отсюда и из б) следует 
[image: image1220.wmf]k1k1

det[B]det[B]0

±e-±e+

×<

 и на участках 



[image: image1221.wmf]k1kk1

k1kk1

det[B],det[B],det[B]

detB,detB,detB

±e-±e±e+

-+


по одной перемене знака.

Случай 
[image: image1222.wmf]n0

detB0,(B)1

=s=

. Отсюда, из в) и г) следует, что


[image: image1223.wmf]n1n

det[B]det[B]0

e-e

×>

,      
[image: image1224.wmf]n1n

det[B]det[B]0

-e--e

×<

,


[image: image1225.wmf]n1n

sign(detB)sign(detB)0

-

×>

.

Следовательно, (если 
[image: image1226.wmf]k

detB0

=

 приписать знак 
[image: image1227.wmf]k1

detB

-

) последовательности миноров матриц 
[image: image1228.wmf]B

e

 и 
[image: image1229.wmf]B

 имеют одинаковые знаки. Теорема доказана. 

О вычислении ЧПЗ

Для вычисления 
[image: image1230.wmf]12n

(B)

ЧПЗ{1,detB,detB,...,detB}

-

s=

 якобиевой матрицы 
[image: image1231.wmf]i1ii

Btridiag{b,a,b}

-

=

 достаточно знать знак каждого 
[image: image1232.wmf]k

detB

. Если



[image: image1233.wmf]011

2

i1i1iii1

k1k1kkkk

2

i1i1iii1

d1,ddetB,

dadbd,i1,...,k1,

d:d/|t|,d:d/|t|,

dadbd,ik,...,n1,

++-

--

++-

==

=×-×=-

==

=×-×=-


(обычно выбирают 
[image: image1234.wmf]kk1k

tmax{|d|,|d|}

-

=

), то 
[image: image1235.wmf]ii

sign{d}sign{detB}i

="

 и 
[image: image1236.wmf]1n

(B)

ЧПЗ{1,d,...,d}

-

s=

. Нормировку можно применять неоднократно, что позволит избежать быстрого роста (переполнения) чисел 
[image: image1237.wmf]i

{d}

.

О вычислении собственного вектора
	Лемма 5.
	Последняя компонента собственного вектора 
[image: image1238.wmf]x

 якобиевой матрицы 
[image: image1239.wmf]i1ii

Btridiag{b,a,b}

-

=

 не равна нулю.

	Док–во.
	Пусть 
[image: image1240.wmf]Bxx,x0

=l¹

. Предположим, что 
[image: image1241.wmf]n

x0

=

. Тогда



[image: image1242.wmf]n1nnn1

nini1ni1ni1ni2ni

x(a)x/b0

x[(a)xbx]/b0,

i2,...,n1,

--

--+-+-+-+-

=--l×=

=--l×+×=

=-



[image: image1243.wmf]x0

Þ=

 – противоречие, значит 
[image: image1244.wmf]n

x0

¹

.


Собственный вектор 
[image: image1245.wmf]x

 якобиевой матрицы 
[image: image1246.wmf]i1ii

Btridiag{b,a,b}

-

=

 мы можем, положив 
[image: image1247.wmf]n

x1

=

, вычислить по формулам


[image: image1248.wmf]n1nnn1

n2n1n1n1nn2

122231

x(a)x/b

x[(a)xbx]/b

.................

x[(a)xbx]/b

--

-----

=--l×

=--l×+×

=--l×+×


или решив систему 



[image: image1249.wmf]111

1222

n3n2n2n2

n2n1n1n1

abx0

babx0

babx0

baxb

----

----

-l

éùæöæö
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с неособенной матрицей.

Лекция 13. Метод вращений (Якоби)

Для самосопряженной матрицы 
[image: image1250.wmf]n

iji,j1

A{a}

=

=

 существует унитарная матрица 
[image: image1251.wmf]Q

 (столбцы которой – собственные векторы матрицы 
[image: image1252.wmf]A

):



[image: image1253.wmf]1n

QAQdiag{,...,}

*

=Lºll



[image: image1254.wmf]TTE

(QAQ)min(TAT)

*

**

=

ÞF=F

, где 
[image: image1255.wmf]2

ij

ij

(A)|a|

¹

F=

å

.

Идея:

построить 
[image: image1256.wmf]kkk1kkk0

{AQAQ:QQE,AA}

**

-

===

: 
[image: image1257.wmf]k1k

(A)(A)0

-

F>F®

, тогда на диагональные элементы 
[image: image1258.wmf]k

A

 будут приближать собственные значения, а столбцы 
[image: image1259.wmf]0k1

(Q...Q)

+

 – собственные векторы матрицы 
[image: image1260.wmf]A

.

Определим 
[image: image1261.wmf]n

2

ij

i,j1

S(A)|a|

=

=

å

.

	Лемма 1.
	Для любых квадратной матрицы 
[image: image1262.wmf]A

 и унитарной матрицы 
[image: image1263.wmf]T

 имеем



[image: image1264.wmf]S(TA)S(AT)S(A)

==

.

	Док–во.
	Если 
[image: image1265.wmf][

]

1n

Aa...a

=

, то


[image: image1266.wmf]1n11nn

11nn

S(TA)S([Ta...Ta])(Ta,Ta)...(Ta,Ta)

(a,a)...(a,a)S(A).

==++=

=++=




В качестве матриц 
[image: image1267.wmf]k

Q

 будем выбирать элементарные матрицы вращения.

	Лемма 2.
	Пусть 
[image: image1268.wmf]AA

*

=

, 
[image: image1269.wmf]ijijkl

AQAQ{a}

*

==

%

%

,

где 
[image: image1270.wmf]ij

Q

 –  элементарная матрица вращения, тогда



[image: image1271.wmf]2222

iijjiijj

(A)(A)|a||a||a||a|

éù

F=F++--

ëû

%

%%

.

	Док–во.
	Заметим, что изменились только строки и столбцы с номерами 
[image: image1272.wmf]i

, 
[image: image1273.wmf]j

.

Тогда, используя лемму 1, получим


[image: image1274.wmf]n

222

kkiijj

k1

ki,kj

n

222

kkiijj

k1

ki,kj

S(A)(A)|a||a||a|

(A)|a||a||a|S(A)

=

¹¹

=

¹¹

ºF+++º

ºF+++º

å

å

%%

%%


откуда следует утверждение леммы. 


Выбор вращения

Для простоты будем полагать, что матрица 
[image: image1275.wmf]A

 вещественная. Выразим разность 
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 через элементы матрицы 
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	Лемма 3.
	Пусть 
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, где 
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 –  элементарная матрица вращения (
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 – угол вращения), тогда
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	Док–во.
	Требуемые равенства выводятся из соотношения
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	Лемма 4.
	Пусть 
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где 
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 –  элементарная матрица вращения такая, что
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	Док–во.
	Требуемое неравенство следует из

равенства 
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Следующая лемма обеспечивает существование для леммы 4 матрицы 
[image: image1291.wmf]ij
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	Лемма 5.
	Решением уравнения 
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	Док–во
	осуществляется непосредственной проверкой.


Из последних двух лемм следует справедливость теоремы сходимости метода.

	Теорема 1.
	Последовательность матриц 
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{A}

¥

=

 метода вращений:
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 – матрица вращения, определяемая по формулам лемм 4 и 5, 

для решения полной проблемы на собственные значения 
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Из теоремы 1 
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Сходимость собственных значений

	Лемма 6.
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	Док–во.
	Т.к. 
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	Теорема 2
	(оценка приближения собственных значений).

	
	а)  
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б) доказывается аналогично.


Сходимость собственных векторов

Будем предполагать, что 
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 (этого всегда можно добиться, переставив столбцы матриц 
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	Лемма 7.
	Если 
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	Док–во
	оставляется в качестве упражнения.


Т.к. собственные векторы 
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 определяются с точностью до их направления, будем считать, что 
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 – приближения к собственным векторам матрицы 
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	Теорема 3
	(оценка приближения собственных векторов).

	
	В условиях леммы 7    
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Подводя итог, имеем
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