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Обучение по основному курсу «Математическая логика» ведется в течение двух
семестров: во втором семестре первого курса и в первом семестре второго курса обуче-
ния студентов ММФ НГУ. В конце каждого семестра предусмотрены зачет и экзамен.

1-й семестр курса лекций

Элементы теории множеств

1. Основные понятия теории множеств. Операции над множествами.
2. Упорядоченные пары, декартово (прямое) произведение множеств.
3. Отношения и функции над множествами, образы, прообразы и ком-

позиция, аксиома выбора и бесконечные прямые произведения множеств.
4. Отношения эквивалентности, предпорядка, порядка, линейного по-

рядка и фактор-множества. Лемма Цорна (без доказательства).
5. Вполне упорядоченные множества, ординалы и кардиналы, транс-

финитная индукция, натуральные числа и ординалы в теории множеств,
аксиома существования бесконечного множества и построение множе-
ства натуральных чисел. Теорема о сравнимости ординалов. Теорема о
сравнимости вполне упорядоченных множеств. Теорема Цермело (без до-
казательства).

6. Теоремы Кантора и Кантора–Бернштейна. Операции на кардина-
лах и ординалах. Теорема о мощности квадрата (из теоремы Цермело).

Исчисление высказываний

1. Высказывания и их истинностная и теоретико-множественная се-
мантика и теорема о следовании в истинностной семантике из следования
в теоретико-множественной.

2. Секвенциальное исчисление высказываний. Линейный и древовид-
ный выводы и их эквивалентность. Теорема о построении вывода для
квазивывода. Теорема о двузначности секвенциального исчисления вы-
сказываний. Основные эквивалентности, нормальные формы. Доказа-
тельство теоретико-множественного следования.
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3. Гильбертовское исчисление высказываний. Теорема дедукции. Тео-
рема о доказуемости из секвенциального следования в гильбертовском
исчислении. Доказательство тождественной истинности в теоретико-мно-
жественной семантике формул, доказуемых в гильбертовском исчисле-
нии высказываний.

4. Теорема об эквивалентности исчислений и семантик. Теорема о
существовании конъюнктивной и дизъюнктивной нормальных форм в
секвенциальном исчислении высказываний.

5. Теорема о характеризации доказуемых формул в секвенциальном
исчислении высказываний и теорема Гёделя о полноте.

Теория моделей

1. Предикаты, сигнатуры, модели (алгебраические системы).
2. Синтаксис языка исчисления предикатов (термы, формулы, сво-

бодные и связанные вхождения переменных).
3. Семантика языка исчисления предикатов (истинность формул на

модели и значение термов).
4. Гомоморфизмы, изоморфизмы, подмодели. Связь теоретико-мо-

дельных свойств с универсальными, экзистенциальными и позитивными
формулами.

5. Элементарные расширения и подсистемы. Элементарные вложе-
ния. Объединение элементарных цепей.

6. Фильтры, главные и неглавные, максимальные и ультрафильтры.
Фильтрованные произведения и теорема Лося.

7. Теорема компактности Мальцева. Метод диаграмм и теорема Маль-
цева о расширении.

2-й семестр курса лекций

Исчисление предикатов

1. Предикатное исчисление в секвенциальной и гильбертовской фор-
мах.

2. Теорема о подстановке. Основные эквивалентности.
3. Теорема дедукции для гильбертовского исчисления. Теорема об

эквивалентности секвенциального и гильбертовского исчислений.
4. Пренексная и предваренная нормальные формы. Теорема о приве-

дении к нормальной форме.

2



5. Непротиворечивые множества формул и их свойства.
6. Теорема о существовании расширений Хенкина.
7. Каноническая модель теории Хенкина.
8. Теорема о существовании модели.
9. Теорема Гёделя о полноте классического исчисления предикатов.

Аксиоматическая теория множеств Цермело–Френкеля

1. Аксиоматика Цермело–Френкеля ZF.
2. Теорема об эквивалентности аксиомы выбора, леммы Цорна, тео-

ремы Цермело и теоремы о мощности квадрата.

Аксиоматическая теория Пеано

1. Аксиоматика Пеано и ее свойства.
2. Стандартные и нестандартные модели арифметики Пеано.
3. Концевые расширения. Формулы с ограниченными кванторами и

Σ-формулы.

Теория вычислимости и теорема Гёделя о неполноте

1. Примитивно рекурсивные и частично рекурсивные и вычислимые
функции. Операторы суммирования, произведения, ограниченной мини-
мизации. Составное определение. Теорема о Σ-представимости в стан-
дартной модели арифметики.

2. Теорема о представимости в аксиоматике Пеано.
3. Гёделевская нумерация термов и формул и ее свойства.
4. Примитивная рекурсивность и возвратная рекурсия. Операторы

суммирования, произведения, ограниченной минимизации. Примитив-
ная рекурсивность основных операций и отношений над термами и фор-
мулами: множества формул, множества термов, операции подстановки,
множества аксиом гильбертовского исчисления предикатов, правил вы-
вода, доказательств.

5. Вычислимо перечислимые множества и их свойства. Перечисли-
мость вычислимо аксиоматизируемых теорий и вычислимая аксиомати-
зируемость вычислимо перечислимо аксиоматизируемых теорий. Теоре-
ма об универсальной функции и нормальной форме Клини. Вычислимая
перечислимость доказуемых формул.

6. Теорема о неразрешимости непротиворечивых расширений аксио-
матики Пеано.
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7. Теорема Гёделя о неполноте. Теорема Чёрча о неразрешимости ис-
числения предикатов.

План семинарских занятий

1-й семестр семинаров

1. Теоретико-множественные отношения на множествах.
2. Частично упорядоченные множества и отношения эквивалентно-

сти.
3–4. Вполне упорядоченные множества, ординалы и мощности мно-

жеств.
5. Теоретико-множественная семантика высказываний и таблица ис-

тинности.
6. Исчисление высказываний секвенциальное. Нормальная форма.
7–8. Исчисление высказываний гильбертовского типа. Независимость

аксиом.
9. Контрольная работа.
10. Модели, гомоморфизмы, подмодели, произведения моделей.
11. Язык исчисления предикатов и его семантика.
12. Формульные множества и аксиоматизируемые классы. Элемен-

тарные подмодели.
13. Квазитождества и тождества. Свободные системы, конгруэнтно-

сти и фактор-системы.
14. Теорема компактности Мальцева и ее применения.
15. Арифметика Пеано и ее модели.
16. Контрольная работа.

2-й семестр семинаров

1. Гильбертовское исчисление предикатов.
2. Истинность доказуемых формул.
3–4. Секвенциальное исчисление предикатов.
5. Приведение к пренексной и приведенной нормальной форме.
6. Устойчивость ∀-формул относительно подмоделей, ∃-формул отно-

сительно расширений и позитивных формул относительно гомоморфиз-
мов. Аксоматика Пеано и типы индукции в арифметике.

7. Аксиоматическая теория множеств. Ординалы и их свойства.
8. Контрольная работа.
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9–10. Примитивно рекурсивные и частично рекурсивные функции.
11–12. Арифметика Пеано ее модели и Σ-формулы. Представимость

рекурсивных функций в стандартной модели и теории арифметики Пе-
ано.

13. Гёделевская нумерация термов и формул.
14–15. Неразрешимые проблемы. Теорема о неполноте расширений

арифметики. Теоремы о разрешимости и неразрешимости теорий.
16. Контрольная работа.
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