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Ãëàâà 1

Ââåäåíèå

1.1 Ñâîáîäíûå àëãåáðû. Ìíîãîîáðàçèÿ àëãåáð.

Ïóñòü Φ � àññîöèàòèâíî-êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé 1.

Îïðåäåëåíèå. Ìîäóëåì íàä êîëüöîì Φ íàçûâàåòñÿ àääèòèâíàÿ àáåëåâà ãðóïïà
M ñ îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ íà ýëåìåíòû êîëüöà Φ (ò.å êàæäîé ïàðå ýëåìåíòîâ
(a, x), ãäå a ∈ Φ, x ∈ M ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ýëåìåíò ax ∈ M), îáëàäàþùåé
ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) a(x+ y) = ax+ ay, (a+ b)x = ax+ bx;
2) (ab)x = a(bx);
3) 1x = x äëÿ ëþáûõ a, b ∈ Φ, x, y ∈M .

Â ÷àñòíîñòè, ìîäóëü íàä ïîëåì � ýòî âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, ìîäóëü íà êîëü-
öîì öåëûõ ÷èñåë Z � àääèòèâíàÿ àáåëåâà ãðóïïà. Óñëîâèå 3 â îïðåäåëåíèå ìîäóëÿ
ìîæåò îòñóòñòâîâàòü. Îáû÷íî ìîäóëü äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå 3 íàçû-
âàåòñÿ óíèòàëüíûì.

Îïðåäåëåíèå. Ãîìîìîðôèçìîì Φ-ìîäóëÿ M â Φ-ìîäóëü N íàçûâàåòñÿ îòîáðà-
æåíèå φ : M → N òàêîå ÷òî

φ(αa+ βb) = αφ(a) + βφ(b), a, b ∈M,α, β ∈ Φ.

Îïðåäåëåíèå. Óíèòàëüíûé ìîäóëü A íàä êîëüöîì Φ íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé íàä
Φ èëè Φ-àëãåáðîé, åñëè íà A îïðåäåëåíà è îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ, êîòîðàÿ ñâÿçàíà
ñ ìîäóëüíûìè îïåðàöèÿìè ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè:

(a+ b)c = ac+ bc, a(b+ c) = ab+ ac, α(ab) = (αa)b = a(αb)

äëÿ ïðîèçâîëüíûõ a, b, c ∈ A,α ∈ Φ
Ïóñòü A è B � àëãåáðû íàä êîëüöîì Φ. Ðàññìîòðèì φ � îòîáðàæåíèå àëãåáðû

A â àëãåáðó B.

Îïðåäåëåíèå. Ãîìîìîðôèçìîì àëãåáðû A â àëãåáðó B íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå
φ : A→ B, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì Φ-ìîäóëåé òàêîå, ÷òî

φ(ab) = φ(a)φ(b), a, b ∈ A.
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Ïóñòü C � íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî â A è φ : A→ B. Òîãäà ÷åðåç φ|C ìû áóäåì
îáîçíà÷àòü îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ φ íà ìíîæåñòâî C, à ÷åðåç Ker(φ) � ÿäðî
ãîìîìîðôèçìà φ. Ïî îïðåäåëåíèþ

Ker(φ) = {a ∈ A|φ(a) = 0}.

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî X = {xα} è äîáàâèì ê íåìó äâà ñèì-
âîëà ( è ). Ðàññìîòðèì âñåâîçìîæíûå êîíå÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëåìåíòîâ
èç ïîëó÷åííîãî ìíîæåñòâà X∗ = X ∪ {(, )}. Äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a1a2 . . . an è
b1b2 . . . bm ñ÷èòàþòñÿ ðàâíûìè åñëè m = n è ai = bi äëÿ âñåõ i = 1, 2, . . . , n.

Îïðåäåëåíèå. Êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü w ýëåìåíòîâ èç X∗ íàçûâàåòñÿ
íåàññîöèàòèâíûì ñëîâîì, åñëè w ∈ X, ëèáî w ïðåäñòàâèìî â îäíîì èç ñëåäóþ-
ùèõ âèäîâ (u)(v), (u)x, x(u), xy, ãäå x, y ∈ X, à ýëåìåíòû u è v � íåàññîöèàòèâíûå
ñëîâà è u, v /∈ X.

Ïîä äëèíîé íåàññîöèàòèâíîãî ñëîâà w ìû áóäåì ïîäðàçóìåâàòü êîëè÷åñòâî
âõîæäåíèé â íåãî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà X è îáîçíà÷àòü ÷åðåç d(w). Ìíîæåñòâî
V [X] � ìíîæåñòâî âñåõ íåàññîöèàòèâíûõ ñëîâ èç X∗. Íà ìíîæåñòâå V [X] îïðå-
äåëèì áèíàðíóþ îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ · ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó. Ïóñòü x1, x2 ∈
X;u, v ∈ V [X] \X. Ïîëîæèì

x1 · x2 = x1x2, x1 · u = x1(u), v · x2 = (v)x2, u · v = (u)(v).

Ðàññìîòðèì ñâîáîäíûé óíèòàëüíûé Φ-ìîäóëü Φ[X] îò ìíîæåñòâà ñâîáîäíûõ ïî-
ðîæäàþùèõ V [X]. Îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ, îïðåäåëåííóþ â V [X], ðàñïðîñòðàíèì
íà Φ[X]. Äëÿ αi, βj ∈ Φ, ui, vj ∈ V [X] ïîëîæèì:

(
∑
i

αiui) · (
∑
j

βjvj) =
∑
i,j

αiβj(ui · vj).

Îïðåäåëåíèå. Àëãåáðà Φ[X] íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíîé àëãåáðîé íàä êîëüöîì Φ îò
ìíîæåñòâà ïîðîæäàþùèõ X.

Ñâîáîäíûå àëãåáðû îáëàãàþò íåñêîëüêèìè óíèâåðñàëüíûìè ñâîéñòâàìè, íà-
ïðèìåð

Òåîðåìà 1.1.1. Ïóñòü A � ïðîèçâîëüíàÿ àëãåáðà è θ � íåêîòîðîå îòîáðàæå-
íèå θ : X → A. Òîãäà θ åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðîäîëæàåòñÿ äî ãîìîìîðôèçìà
àëãåáðû Φ[X] â A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî âñÿêîå íåàññîöèàòèâíîå ñëîâî w äëèíû d(w) >
1 èìååò åäèíñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ íåàññîöèàòèâíûõ
ñëîâ ìåíüøåé äëèíû. Ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ðàçëîæåíèå âûòåêàåò èç îïðåäåëåíèÿ,
à åäèíñòâåííîñòü èç ðàçáîðà âîçìîæíûõ ñëó÷àåâ ðàçáèåíèÿ. Ê ïðèìåðó, åñëè w =
(u)(v) = (u′)(v′) è d(u) > d(u′), òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü u′) ÿâëÿåòñÿ íà÷àëüíîé
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ñëîâà u, ÷òî ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ, èáî ÿñíî, ÷òî
â ëþáîì íà÷àëüíîì ïîäñëîâå ÷èñëî ëåâûõ ñêîáîê íå ìîæåò áûòü ìåíüøå ÷èñëà
ïðàâûõ ñêîáîê. Îñòàëüíûå ñëó÷àè ðàçáèðàþòñÿ åùå áîëåå ïðîñòî.
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Òàêèì îáðàçîì, åñëè θ îïðåäåëåíî íà ìíîæåñòâå âñåõ íåàññîöèàòèâíûõ ñëîâ
äëèíû ìåíüøå n, òî äëÿ w òàêîãî, ÷òî d(w) = n è w = u · v, ìû ìîæåì îïðåäåëèòü
θ(w) = θ(u) · θ(v). Êîððåêòíîñòü îòîáðàæåíèÿ ñëåäóåò èç îäíîçíà÷íîãî îïðåäåëå-
íèÿ u è v. Â ñâîþ î÷åðåäü, îòîáðàæåíèå θ ðàñòðîñòðàíÿåòñÿ íà Φ[X] ñëåäóþùèì
îáðàçîì

θ(
∑
i

αiui) =
∑

αiθ(ui),

ãäå αi ∈ Φ, ui ∈ V [X]. ßñíî, ÷òî â ñèëó îïðåäåëåíèÿ, îòîáðàæåíèå θ ÿâëÿåòñÿ
ãîìîìîðôèçìîì.

Ïîêàæåì åäèíñòâåííîñòü θ. Ïóñòü ñóùåñòâóåò äðóãîé ãîìîìîðôèçì χ, óäî-
âëåòâîðÿþùèé òåì æå ñâîéñòâàì òàêîé, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî a ∈ Φ[X] âåðíî
θ(a) 6= χ(a). Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî a ∈ V [X]. Ïîëü-
çóÿñü òåì, ÷òî θ|X = χ|X è θ, χ � ãîìîìîðôèçìû, ïîëó÷àåì θ(a) = χ(a), ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò íàøåìó ïðîäïîëîæåíèþ. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàôèêñèðóåì ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ñèìâîëîâ X = {x1, . . . , xn, . . .}. Ïóñòü f ∈
Φ[X]. ßñíî, ÷òî çàïèñü ýëåìåíòà f âõîäèò ëèøü êîíå÷íûé íàáîð ýëåìåíòîâ èç X.
Òàêèì îáðàçîì, ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî f = f(x1, . . . , xn).

Îïðåäåëåíèå. Òîæäåñòâîì àëãåáðû A íàçûâàåòñÿ òàêîé íåàññîöèàòèâíûé ìíî-
ãî÷ëåí f = f(x1, . . . , xn) ∈ Φ[X], ÷òî f(a1, . . . , an) = 0 äëÿ ïðîèçâîëüíûõ
a1, . . . , an ∈ A.

Ñîâîêóïíîñòü âñåõ òîæäåñòâ äàííîé àëãåáðû ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì àëãåáðû Φ[X],
êîòîðûé íàçûâàåòñÿ èäåàëîì òîæäåñòâ (T -èäåàëîì) àëãåáðû A è îáîçíà÷àåòñÿ
T (A).

Óïðàæíåíèå. Ïóñòü A � ïðîèçâîëüíàÿ Φ � àëãåáðà è T (A) � åå èäåàë òîæ-
äåñòâ. Äîêàçàòü, ÷òî φ(T (A)) ⊆ T (A) äëÿ ëþáîãî ãîìîìîðôèçìà φ àëãåáðû Φ[X]
â ñåáÿ.

Ïóñòü I íåêîòîðîå ïîäìîæåñòâî â Φ[X].

Îïðåäåëåíèå. Ìíîãîîáðàçèåì àëãåáð, îïðåäåëåííûì ìíîæåñòâîì òîæäåñòâ I,
íàçûâàåòñÿ êëàññ Σ âñåõ àëãåáð, óäîâëåòâîðÿþùèõ êàæäîìó òîæäåñòâó èç I.

Â ñâîþ î÷åðåäü, òîæäåñòâà èç I íàçûâàþòñÿ îïðåäåëÿþùèìè äëÿ ìíîãîîáðàçèÿ
Σ. Íàèáîëåå ïîïóëÿðíûìè ÿâëÿþòñÿ ìíîãîîáðàçèÿ àññîöèàòèâíûõ, àëüòåðíàòèâ-
íûõ, ëèåâûõ è éîðäàíîâûõ àëãåáð. Íàïîìíèì òîæäåñòâà, îïðåäåëÿþùèå äàííûå
ìíîãîîáðàçèÿ.

Äëÿ àññîöèàòèâíûõ àëãåáð: f = (x1x2)x3 − x1(x2x3).
Äëÿ àëüòåðíàòèâíûõ àëãåáð: f1 = x2

1x2 − x1(x1x2), f2 = x1x
2
2 − (x1x2)x2.

Äëÿ ëèåâûõ àëãåáð: f1 = x2
1, f2 = (x1x2)x3 + (x2x3)x1 + (x3x1)x2.

Äëÿ éîðäàíîâûõ àëãåáð: f1 = x1x2 − x2x1, f2 = (x2
1x2)x1 − x2

1(x2x1).
Ïîíÿòíî, ÷òî èíòåðåñ ìîãóò ïðåäñòàâëÿòü òîëüêî ìíîãîîáðàçèÿ ñîñòîÿùèå íå

òîëüêî èç íóëåâîé àëãåáðû. Ïîýòîìó, ìíîãîîáðàçèÿ ñîñòîÿùèå òîëüêî èç íóëåâîé
àëãåáðû ìû áóäåì íàçûâàòü òðèâèàëüíûìè è ðàññìàòðèâàòü òîëüêî íåòðèâèàëü-
íûå ìíîãîáðàçèÿ.
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1.2 Ñâîáîäíûå àëãåáðû â ìíîãîîáðàçèè.

Îïðåäåëåíèå. Àëãåáðà F íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíîé â ìíîãîîáðàçèè Σ ñ ìíîæåñòâîì
ñâîáîäíûõ ïîðîæäàþùèõ Y , åñëè ëþáîå îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà Y â ïðîèçâîëü-
íóþ àëãåáðó A ∈ Σ åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðîäîëæàåòñÿ äî ãîìîìîðôèçìà àëãåá-
ðû F â A.

Äëÿ ìíîæåñòâà ìíîãî÷ëåíîâ I ⊆ Φ[X] ÷åðåç I(A) áóäåì îáîçíà÷àòü èäåàë
àëãåáðû A, ïîðîæäåííûé ðàçëè÷íûìè ýëåìåíòàìè âèäà f(a1, . . . , an), ãäå f ∈
I; a1, . . . , an ∈ A.

Òåîðåìà 1.2.1. Ïóñòü Σ � íåòðèâèàëüíîå ìíîãîîáðàçèå àëãåáð ñ îïðåäåëÿ-
þùåé ñèñòåìîé òîæäåñòâ I. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà Y îãðàíè÷åíèå êàíîíè-
÷åñêîãî ãîìîìîðôèçìà σ : Φ[Y ] → Φ[Y ]/I(Φ[Y ]) èíúåêòèâíî íà ìíîæåñòâå Y è
àëãåáðà ΦΣ[σ(Y )] = Φ[Y ]/I(Φ[Y ]) ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé â ìíîãîîáðàçèè Σ ñ ìíîæå-
ñòâîì ñâîáîäíûõ ïîðîæäàþùèõ σ(Y ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Àëãåáðà ΦΣ[σ(Y )] ïîðîæäàåòñÿ ìíîæåñòâîì σ(Y ) è ïðèíàä-
ëåæèò Σ, òàê êàê óäîâëåòâîðÿåò âñåì òîæäåñòâàì èç I. Äîêàæåì, ÷òî îíà ñâîáîäíà
â Σ ñ ìíîæåñòâîì ñâîáîäíûõ ïîðîæäàþùèõ σ(Y ). Ïóñòü A ∈ Σ è τ : σ(Y )→ A �
íåêîòîðîå îòîáðàæåíèå σ(Y ) â A. Ïî òåîðåìå 1.1 îòîáðàæåíèå σ ◦ τ : Y → A ïðî-
äîëæàåòñÿ äî ãîìîìîðôèçìà ν : Φ[Y ] → A. Èäåàë I(Φ[Y ]) ëåæèò â ÿäðå ëþáîãî
ãîìîìîðôèçìà àëãåáðû Φ[Y ] â àëãåáðó ìíîãîîáðàçèÿ Σ è, â ÷àñòíîñòè, I(Φ[Y ]) ⊆
Ker(ν). Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò ãîìîìîðôèçì φ : Φ[Y ]/I(Φ[Y ]) → A, òàêîé
÷òî σ ◦ φ = ν. Åñëè y ∈ Y , òî φ(σ(y)) = (σ ◦ φ)(y) = ν(y) = (σ ◦ τ)(y) = τ(σ(y)) è,
çíà÷èò, φ ïðîäîëæàåò îòîáðàæåíèå τ . Ñëåäîâàòåëüíî, φ � èñêîìûé ãîìîìîðôèçì.

Ìû ïîêàçàëè, ÷òî ΦΣ[σ(Y )] � ñâîáîäíàÿ àëãåáðû â ìíîãîîáðàçèè Σ è σ(Y ) �
ìíîæåñòâî åå ñâîáîäíûõ ïîðîæäàþùèõ. Äîêàæåì, ÷òî îãðàíè÷åíèå σ íà Y èíú-
åêòèâíî. Ïîëîæèì x, y ∈ Y, x 6= y, íî σ(x) = σ(y). Ïóñòü A � íåíóëåâàÿ àë-
ãåáðà, A ∈ Σ è 0 6= a ∈ A. Ñóùåñòâóåò ãîìîìîðôèçì τ : Φ[Y ] → A òàêîé, ÷òî
τ(x) = a, τ(y) = 0. Â ñèëó òîãî, ÷òî I(Φ[Y ]) ⊆ Ker(τ), ñóùåñòâóåò ãîìîìîðôèçì
φ : ΦΣ[σ(Y )]→ A òàêîé, ÷òî τ = σ ◦ φ. Íàì îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî

a = τ(x) = φ(σ(x)) = φ(σ(y)) = τ(y) = 0.

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷åíèå âëå÷åò èíúåêòèâíîñòü îãðàíè÷åíèÿ σ íà Y .

Ìû äîêàçàëè, ÷òî σ(Y ) � ìíîæåñòâî ñâîáîäíûõ ïîðîæäàþùèõ àëãåáðû
ΦΣ[σ(Y )], ðàâíîìîùíîå Y . Ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðòíîé ïðîöåäóðû ìû ìîæåì òåïåðü
ïîñòðîèòü ñâîáîäíóþ àëãåáðó ΦΣ[Y ] ñ ìíîæåñòâîì ñâîáîäíûõ ïîðîæäàþùèõ Y .

Ëåììà 1.2.1. Ëþáûå äâå ñâîáîäíûå àëãåáðû â Σ ñ ðàâíîìîùíûìè ìíîæåñòâà-
ìè ñâîáîäíûõ ïîðîæäàþùèõ èçîìîðôíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ìíîæåñòâà Y è Y ′ ðàâíîìîùíû. Äîêàæåì, ÷òî ΦΣ[Y ]
è ΦΣ[Y ′] èçîìîðôíû. Ðàññìîòðèì áèåêöèþ σ : Y → Y ′. Ïî äîêàçàííîìó â òåîðåìå
1.2.1, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ãîìîìîðôèçì τ : ΦΣ[Y ]→ ΦΣ[Y ′], ïðîäîëæàþùèé
σ. Ðàññìîòðèì òàêæå áèåêöèþ σ−1 : Y ′ → Y è ãîìîìîðôèçì τ ′ : ΦΣ[Y ′] → ΦΣ[Y ],
ïðîäîëæàþùèé σ−1. Òîãäà τ ◦ τ ′ îòîáðàæàåò ãîìîìîðôíî àëãåáðó ΦΣ[Y ] â ñåáÿ,
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à ñóæåíèå (τ ◦ τ ′)|Y = idY . Ïî äîêàçàíîìó â òåîðåìå 1.2.1, ìû èìååì ëèøü åäèí-
ñòâåííûé ãîìîìîðôèçì àëãåáðû ΦΣ[Y ] â ñåáÿ, òîæäåñòâåííûé íà Y , è ýòîò ãîìî-
ìîðôèçì òîæäåñòâåííûé. Ñëåäîâàòåëüíî, τ ◦τ ′ = id. Àíàëîãè÷íî èìååì τ ′◦τ = id.
Îòêóäà çàêëþ÷àåì, ÷òî τ � èçîìîðôèçì. Ëåììà äîêàçàíà.

Çàìåòèì, ÷òî ìíîãîîáðàçèÿ àññîöèàòèâíûõ, àëüòåðíàòèâíûõ, éîðäàíîâûõ è ëè-
åâûõ àëãåáð íåòðèâèàëüíû (âñå îíè ñîäåðæàò íåíóëåâóþ àëãåáðó) è ïîýòîìó îá-
ëàäàþò ñâîáîäíûìè àëãåáðàìè îò ëþáîãî ìíîæåñòâà ñâîáîäíûõ ïîðîæäàþùèõ Y .

Ñëåäñòâèå 1.2.1. Åñëè I � ñèñòåìà îïðåäåëÿþùèõ òîæäåñòâ ìíîãîîáðàçèÿ Σ,
òî T (Σ) = I(Φ[X]).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èäåàë T (Σ) ëåæèò â ÿäðå ëþáîãî ãîìîðôèçìà àëãåáðû Φ[X]
íà àëãåáðó èç Σ è, â ÷àñòíîñòè, â ÿäðå êàíîíè÷åñêîãî ãîìîðôèçìà σ : Φ[X] →
ΦΣ[X], êîòîðîå ðàâíî I(Φ[X]). Ââèäó î÷åâèäíîñòè îáðàòíîãî âêëþ÷åíèÿ, ñëåäñòâèå
äîêàçàíî.

1.3 Îäíîðîäíûå òîæäåñòâà è îäíîðîäíûå ìíîãîîá-
ðàçèÿ.

Ëþáîé íåàññîöèàòèâíûé ìíîãî÷ëåí f ∈ Φ[X] îäíîçíà÷íûì ñïîñîáîì ìîæåò áûòü
ðàçëîæåí â íåñîêðàòèìóþ ñóììó îäíî÷ëåíîâ. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îäíî÷ëåí αv,
ãäå α ∈ Φ, v ∈ V [X], èìååò òèï [n1, . . . , nk], åñëè íåàññîöèàòèâíîå ñëîâî v ñîäåð-
æèò xi ðîâíî ni ðàç, ïðè÷åì nk 6= 0, íî nj = 0 ïðè j > k. Íàïðèìåð, îäíî÷ëåí
x1(x1x4)(x4x1) èìååò òèï [3, 0, 0, 2]. ×èñëî ni áóäåì íàçûâàòü ñòåïåíüþ îäíî÷ëåíà
αv ïî xi. Ìíîãî÷ëåí f íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì ïî xi ñòåïåíè ni, åñëè âñå îäíî-
÷ëåíû ìíîãî÷ëåíà f â íåñîêðàòèìîé çàïèñè èìåþò îäíó è òó æå ñòåïåíü ni ïî xi.

Óïðàæíåíèå. Ïóñòü Φ[x1, ..., xn] � ñâîáîäíàÿ íåàññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà îò ìíî-
æåñòâà ïîðîæäàþùèõ {x1, ..., xn}. Ïîêàçàòü, ÷òî ÷èñëî îäíî÷ëåíîâ ñ êîýôôèöèåí-
òîì 1 ñòåïåíè m ðàâíî (2m−2)!

m!(m−1)!
nm.

Îïðåäåëåíèå. Îäíî÷ëåíû, èìåþùèå îäèí è òîò æå òèï, íàçûâàþòñÿ îäíîòèïíû-
ìè. Íåàññîöèàòèâíûé ìíîãî÷ëåí íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì, åñëè âñå åãî îäíî÷ëåíû
â íåñîêðàòèìîé çàïèñè îäíîòèïíû.

Òàê, íàïðèìåð, îäíîðîäíûìû ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíû (x1x2)x3 − x1(x2x3),
(x1x2)x3+(x2x3)x1+(x3x1)x2 è (x2

1x2)x1−x2
1(x2x1). Êîòîðûå, ñîîòâåòñòâåííî, èìåþò

òèïû [1, 1, 1], [1, 1, 1] è [3, 1]. Îòìåòèì, ÷òî ìíîãî÷ëåí f ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì åñëè
îí îäíîðîäåí ïî êàæäîé ñâîåé ïåðåìåííîé. Òàêèì îáðàçîì, ìíîãî÷ëåí x1x2 + x2

îäíîðîäåí ïî x2 ñòåïåíè 1, îäíàêî îäíîðîäíûì íå ÿâëÿåòñÿ.

Îïðåäåëåíèå. Îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí òèïà [n1, . . . , nk], ãäå ni = 0, 1, íàçûâàåòñÿ
ïîëèëèíåéíûì.

Íàïîìíèì, ÷òî ñâîáîäíàÿ àëãåáðà Φ[X] ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì Φ-ìîäóëåì ñ
ìíîæåñòâîì V [X] ñâîáîäíûõ ïîðîæäàþùèõ, îíà îáëàäàåò ðàçëîæåíèåì â ïðÿ-
ìóþ ñóììó ïîäìîäóëåé Φ[n1,...,nk][X], ñîñòîÿùèõ èç îäíîðîäíûõ ìíîãî÷ëåíîâ òèïà



Ãëàâà 1. Ââåäåíèå 7

[n1, . . . , nk]:

Φ[X] =
⊕
k∈N

 ⊕
[n1,...,nk]

Φ[n1,...,nk][X]

 , ãäå [n1, . . . , nk] ∈ (N ∪ {0})k \ {[0, . . . , 0]}.

Ñòåïåíüþ íåàññîöèàòèâíîãî ìíîãî÷ëåíà ïî xi áóäåì íàçûâàòü ìàêñèìóì ñòå-
ïåíåé ïî xi åãî îäíî÷ëåíîâ.

Ïóñòü f ∈ Φ[X] � ïðîèçâîëüíûé íåàññîöèàòèâíûé ìíîãî÷ëåí. Ñãðóïïèðóåì
îäíîòèïíûå îäíî÷ëåíû ìíîãî÷ëåíà f . Òîãäà f ïðåäñòàâèòñÿ â âèäå ñóììû îä-
íîðîäíûõ ìíîãî÷ëåíîâ. Ýòè îäíîðîäíûå ìíîãî÷ëåíû íàçûâàþòñÿ îäíîðîäíûìè
êîìïîíåíòàìè ìíîãî÷ëåíà f .

Òåîðåìà 1.3.1. Ïóñòü f ∈ Φ[X] � òîæäåñòâî Φ-àëãåáðû A ñòåïåíè ki ïî xi.
Ïîëîæèì k = max(ki). Äîïóñòèì, ÷òî â Φ èìååòñÿ k+1 ýëåìåíò α1, . . . , αk+1 òàêèõ,
÷òî äëÿ îïðåäåëèòåëÿ Âàíäåðìîíäà

d =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 α1 α2

1 . . . αk1
1 α2 α2

2 . . . αk2
. . . . . . . . . . . . . . .
1 αk+1 α2

k+1 . . . αkk+1

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∏

1≤i<j≤k+1

(αj − αi)

ðàâåíñòâî d · a = 0 âëå÷åò a = 0 äëÿ ëþáîãî a ∈ A. Òîãäà âñÿêàÿ îäíîðîäíàÿ
êîìïîíåíòà òîæäåñòâà f ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâîì àëãåáðû A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ìû ïðåäñòàâèì f â âèäå f = f0 + f1 + . . . + fk1 ,
ãäå fi � ñóììà âñåõ îäíî÷ëåíîâ ìíîãî÷ëåíà f , èìåþùèõ ñòåïåíü i ïî x1. Ïóñòü
f = f(x1, x2, . . . , xn) è a1, a2, . . . , an � ïðîèçâîëüíûå ýëåìåíòû àëãåáðû A. Áóäåì
ñîêðàùåííî îáîçíà÷àòü fi(a1, a2, . . . , an) ÷åðåç fi(a). Äëÿ i = 1, 2, . . . , k1 + 1 èìååì
ñîîòíîøåíèå

f0(a) + αif1(a) + α2
i f2(α) + . . .+ αk1i fk1(a) =

f(αia1, a2, . . . , an) = 0,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî d1fj(a) = 0, j = 0, 1, . . . , k1, ãäå

d1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 α1 α2

1 . . . αk11

1 α2 α2
2 . . . αk12

. . . . . . . . . . . . . . .

1 αk1+1 α2
k1+1 . . . αk1k1+1

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Òàê êàê d1 � äåëèòåëü d, òî èç d1fj(a) = 0 ñëåäóåò, ÷òî fj(a) = 0. Ââèäó ïðî-
èçâîëüíîñòè a1, a2, . . . , an ýòî îçíà÷àåò, ÷òî f0, f1, . . . , fk1 � òîæäåñòâà àëãåáðû A.
Ïðîäåëàâ ýòó îïåðàöèþ ñ ìíîãî÷ëåíàìè fj, j = 0, 1, 2, . . . , k1, è ïåðåìåííîé x2 è ò.
ä., â êîíöå êîíöîâ äîêàæåì òåîðåìó.

Óñëîâèÿ òåîðåìû çàâåäîìî âûïîëíåíû â êàæäîì èç ñëåäóþùèõ ñëó÷àåâ:
1) ñóùåñòâóþò α1, α2, . . . , αk+1 ∈ Φ òàêèå, ÷òî îïðåäåëèòåëü Âàíäåðìîíäà d =∏
i<j

(αj − αi) îáðàòèì â Φ;

2) àëãåáðà A � ñâîáîäíûé Φ-ìîäóëü è ñóùåñòâóþò ýëåìåíòû α1, α2, . . . , αk+1 ∈ Φ
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òàêèå, ÷òî d =
∏
i<j

(αj − αi) 6= 0;

3) Φ � ïîëå, ñîäåðæàùåå áîëåå k ýëåìåíòîâ.

Ñëåäñòâèå 1.3.1. Ïóñòü f � òîæäåñòâî àëãåáðû A ñòåïåíè ki ïî xi è k =
max(ki). Òîãäà â ëþáîì èç ñëó÷àåâ 1)-3) âñÿêàÿ îäíîðîäíàÿ êîìïîíåíòà f ÿâëÿåòñÿ
òîæäåñòâîì àëãåáðû A.

Îïðåäåëåíèå. Ìíîãîîáðàçèå Σ íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì, åñëè äëÿ âñÿêîãî f ∈
T (Σ) âñå îäíîðîäíûå êîìïîíåíòû f òàêæå ïðèíàäëåæàò T (Σ).

Ñëåäñòâèå 1.3.2. Âñÿêîå ìíîãîîáðàçèå àëãåáð íàä áåñêîíå÷íûì ïîëåì îäíî-
ðîäíî.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ îäíîðîäíîãî ìíîãîîáðàçèÿ Σ

T (Σ) =
⊕

[n1,...,nk]

(Φ[n1,...,nk][X] ∩ T (Σ)),

ïîýòîìó ðàçëîæåíèå àëãåáðû Φ[X] â ïðÿìóþ ñóììó ïîäïðîñòðàíñòâ Φ[n1,...,nk][X]
èíäóöèðóåò àíàëîãè÷íîå ðàçëîæåíèå è äëÿ ñâîáîäíîé àëãåáðû ΦΣ[X] ìíîãîîáðà-
çèÿ Σ, èçîìîðôíîé ôàêòîð-àëãåáðå Φ[X]/T (Σ) :

ΦΣ[X] =
⊕

[n1,...,nk]

Φ
[n1,...,nk]
Σ [X],

ãäå
Φ

[n1,...,nk]
Σ [X] = Φ[n1,...,nk][X]/(Φ[n1,...,nk][X] ∩ T (Σ)).

Ïîýòîìó äëÿ ýëåìåíòîâ ñâîáîäíîé àëãåáðå ΦΣ[X] ìíîãîîáðàçèÿ Σ ìîãóò áûòü
êîððåêòíî îïðåäåëåíû ïîíÿòèÿ îäíîðîäíîñòè, ñòåïåíè, ñòåïåíè ïî êàæäîé èç ïå-
ðåìåííûõ.

Ëåììà 1.3.1. Äëÿ îäíîðîäíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ Σ íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,
÷òîáû T (Σ) êàê èäåàë àëãåáðû Φ[X] îáëàäàë ñèñòåìîé îäíîðîäíûõ ïîðîæäàþùèõ
ýëåìåíòîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè Σ îäíîðîäíî, òî ñîâîêóïíîñòü âñåõ îäíîðîäíûõ êîì-
ïîíåíò ýëåìåíòîâ T (Σ) ñîäåðæèòñÿ â T (Σ) è ïîðîæäàåò ýòîò èäåàë äàæå êàê Φ-
ìîäóëü. Åñëè T (Σ) êàê èäåàë ïîðîæäàåòñÿ ìíîæåñòâîì îäíîðîäíûõ ìíîãî÷ëåíîâ
{fα}, òî T (Σ) êàê Φ-ìîäóëü ïîðîæäàåòñÿ îäíîðîäíûìè ýëåìåíòàìè âèäà

v(u1, . . . , uk, fα, uk+1, . . . , um),

ãäå v, u1, . . . , um ∈ V [X]. Íàëè÷èå æå â T (Σ) ñèñòåìû îäíîðîäíûõ ïîðîæäàþùèõ
êàê Φ-ìîäóëÿ âëå÷åò îäíîðîäíîñòü ìíîãîîáðàçèÿ Σ. Ëåììà äîêàçàíà.

1.4 ×àñòè÷íàÿ è ïîëíàÿ ëèíåàðèçàöèÿ òîæäåñòâ.

Çàôèêñèðóåì íåêîòîðîé ýëåìåíò y ∈ Φ[X] è îïðåäåëèì ñåìåéñòâî

∆(y) = {∆k
i (y)|i = 1, . . . ; k = 0, 1, . . .}
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ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé àëãåáðû Φ[X] â ñåáÿ, ïîëàãàÿ
1) ∆0

i (y) = id � òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå;
2) xs∆

k
i (y) = 0, åñëè k > 1, ëèáî k = 1, i 6= s;

3) xi∆
1
i (y) = y;

4) (u · v)∆k
i (y) =

∑
r+s=k

(u∆r
i (y)) · (v∆s

i (y)),

ãäå xj ∈ X, u, v � ïðîèçâîëüíûå îäíî÷ëåíû èç Φ[X]. Êàê ëåãêî âèäåòü, óñëîâèÿ 1)
� 4) âìåñòå ñ óñëîâèåì ëèíåéíîñòè îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò è äåéñòâèå îòîáðàæå-
íèé ∆k

i (y) íà àëãåáðå Φ[X].

Ëåììà 1.4.1 Ïóñòü = v(x1, . . . , xn) � ïîëèëèíåéíûé îäíî÷ëåí. Òîãäà äëÿ ëþ-
áûõ f1, f2, . . . , fn ∈ Φ[X] âåðíî

v(f1, . . . , fn)∆k
i (y) =

∑
k1+...+kn=k

v(f1∆k1
i (y), . . . , fn∆kn

i (y)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì îáîçíà÷àòü äëÿ êðàòêîñòè ∆k
i (y) ïðîñòî ÷åðåç ∆k

i , à
v(f1, . . . , fn) ÷åðåç v(f). Ïðîâåäåì èíäóêöèþ ïî n. Ïðè n = 1 âñå î÷åâèäíî. Ïóñòü
òåïåðü n > 1, òîãäà v = v1 · v2, ãäå d(v1) = m < n, d(v2) = l < n. Ïî îïðåäåëåíèþ
îïåðàòîðà ∆k

i è ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ïîëó÷àåì

v(f)∆k
i = (v1(f) · v2(f))∆k

i =
∑
r+s=k

(v1(f)∆r
i )(v2(f)∆s

i ) =

∑
r+s=k

( ∑
r1+...+rm=r

v1(f1∆r1
i , . . . , fm∆rm

i ))× (
∑

s1+...+sl=s

v2(fm+1∆s1
i , . . . , fn∆sl

i )

)
=

∑
k1+...+kn=k

v1(f1∆k1
i , . . . , fm∆km

m )× v2(fm+1∆
km+1

i , . . . fn∆kn
i ) =

=
∑

k1+...+kn=k

v(f1∆k1
i , . . . , fn∆kn

i ).

Ëåììà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 1.4.1. Ïóñòü u = u(x1, . . . , xn) � ïðîèçâîëüíûé îäíî÷ëåí èç Φ[X]
ñòåïåíè m ïî xi. Òîãäà ïðè k 6 m âåðíî

u∆k
i (y) = u1 + u2 + . . .+ uCk

m
,

ãäå u1, u2, . . . , uCk
m
� âñåâîçìîæíûå îäíî÷ëåíû, ïîëó÷àþùèåñÿ èç u çàìåíîé k

âõîæäåíèé xi íà y, à ïðè k > m u∆k
i (y) = 0.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ïîëèëèíåéíûé îä-
íî÷ëåí v(x11, . . . , x1k, . . . , xn1, . . . , xnkn), äëÿ êîòîðîãî u(x1, . . . , xn) =
v(x1, . . . , x1, . . . , xn, . . . , xn), è âîñïîëüçîâàòüñÿ ëåììîé 1.4.1 è óñëîâèåì 2) â
îïðåäåëåíèè îïåðàòîðà ∆k

i (y).

Ïðèâåäåì ïðèìåðû:
[(x2

1x2)x1]∆1
1(y) = (x2

1x2)y + [(x1y)x2]x1 + [(yx1)x2]x1,
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[(x2
1x2)x1]∆2

1(y) = [(x1y)x2]y + [(yx1)x2]y + (y2x2)x1,
[(x2

1x2)x1]∆3
1(y) = (y2x2)y,

[(x2
1x2)x1]∆4

1(y) = 0.

Çàìåòèì, ÷òî ñèìâîë i â îáîçíà÷åíèè ∆k
i (y) íóæåí ëèøü äëÿ óêàçàíèÿ ïîðîæ-

äàþùåãî xi, íà êîòîðîì îïåðàòîð ∆k
i (y) äåéñòâóåò íåíóëåâûì îáðàçîì. Åñëè ýëå-

ìåíòû ìíîæåñòâà X ñíàáæåíû èíäåêñàìè, ìû áóäåì âìåñòî èíäåêñà ïèñàòü ñàì
ïîðîæäàþùèé ýëåìåíò. Íàïðèìåð,

[(x2z)t]∆1
x(y) = [(xy)z]t+ [(yx)z]t.

Ëåììà 1.4.2 Ïóñòü f = f(x1, . . . , xn) � ìíîãî÷ëåí èç Φ[X] ñòåïåíè m ïî xi.
Òîãäà

f(x1, . . . , xi + y, . . . , xn) =
m∑
k=0

f∆k
i (y).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââèäó ñëåäñòâèÿ 1.4.1. è ëèíåéíîñòè îïåðàòîðà ∆k
i (y) äîñòà-

òî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà f � îäíî÷ëåí. Ïðîâåäåì èíäóêöèþ ïî ñòåïåíè f .
Åñëè d(f) = 1, òî âñå ÿñíî. Ïóñòü òåïåðü d(f) > 1, òîãäà f = f1 ·f2, ãäå d(fi) < d(f),
è ïóñòü f1 èìååò ñòåïåíü m1 ïî xi, f2 èìååò ñòåïåíü m2 ïî xi. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ
èíäóêöèè è ïî îïðåäåëåíèþ îïåðàòîðà ∆k

i (y) ïîëó÷àåì

f(x1, . . . , xi + y, . . . , xn) = f1(x1, . . . , xi + y, . . . , xn)f2(x1, . . . , xi + y, . . . , xn) =[
m1∑
k=0

f1∆k
i (y)

][
m2∑
r=0

f2∆r
i (y)

]
=

m∑
j=0

[ ∑
k+r=j

(f1∆k
i (y))(f2∆r

i (y))

]
=

m∑
j=0

f∆j
i (y).

Ëåììà äîêàçàíà.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûé íåàññîöèàòèâíûé ìíîãî÷ëåí f = f(x1, . . . , xn) ∈ Φ[X],

è ïóñòü xj ∈ X r {x1, . . . , xn}. Ìíîãî÷ëåíû f
(k)
i (x1, . . . , xn;xj) = f∆k

i (xj) ìû áóäåì
íàçûâàòü ÷àñòè÷íûìè ëèíåàðèçàöèÿìè ìíîãî÷ëåíà f ïî xi ñòåïåíè k. Ïóñòü ìíî-
ãî÷ëåí f èìååò ñòåïåíü s ïî xi. Ââèäó ñëåäñòâèÿ 1.4.1. ìíîãî÷ëåí f

(k)
i (x1, . . . , xn;xj)

îäíîðîäåí ïî xj ñòåïåíè k ïðè k ≤ s è ðàâåí íóëþ ïðè k > s. Åñëè f � îäíîðîä-
íûé ìíîãî÷ëåí òèïà [k1, . . . , ki, . . . , kn], òî ìíîãî÷ëåí f

(k)
i (x1, . . . , xn;xn+1) òàêæå

ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì òèïà [k1, . . . , ki − k, . . . , kn, k] (ïðè k ≤ ki). Çàìåòèì çäåñü
æå, ÷òî äëÿ ëþáîãî y ∈ Φ[X] ýëåìåíò f∆k

i (y) ïîëó÷àåòñÿ ïîäñòàíîâêîé ýëåìåíòà
y â ìíîãî÷ëåí f (k)

i (x1, . . . , xn;xj) âìåñòî ïåðåìåííîé xj.

Ïðåäëîæåíèå 1.4.1. Åñëè ìíîãîîáðàçèå Σ îäíîðîäíî, òî äëÿ ëþáûõ f ∈ T (Σ)
è äëÿ ëþáîãî y ∈ Φ[X] ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå

f∆(y) = {f∆k
i (y)|i = 1, 2, . . . ; k = 0, 1, 2, . . .} ⊆ T (Σ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì ïðåæäå âñåãî, ÷òî åñëè f(x1, . . . , xn) ∈ T (Σ), òî è
f(y1, . . . , yn) ∈ T (Σ) äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ y1, . . . , yn ∈ Φ[X]. Ïîýòîìó äëÿ äîêàçà-
òåëüñòâà âêëþ÷åíèé f∆k

i (y) ∈ T (Σ) äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî f (k)
i (x1, . . . , xn;xj) ∈
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T (Σ), ãäå xj ∈ X \ {x1, . . . , xn}. Â ñèëó ëåììû 1.4.2. ìû èìååì
ni∑
k=0

f∆k
i (xj) =

f(x1, . . . , xi + xj, . . . , xn) ∈ T (Σ), ãäå ni � ñòåïåíü f ïî xi. Êàê áûëî çàìå÷åíî
âûøå, êàæäûé èç ìíîãî÷ëåíîâ f∆k

i (xj) îäíîðîäåí ïî xj ñòåïåíè k. Ââèäó îäíî-
ðîäíîñòè Σ îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

f∆k
i (xj) = f

(k)
i (x1, . . . , xn;xj) ∈ T (Σ),

îòñþäà è
f∆k

i (y) = f
(k)
i (x1, . . . , xn; y) ∈ T (Σ).

Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñïðàâåäëèâî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå: åñëè f∆(y) ⊆ T (Σ)
äëÿ ëþáûõ f ∈ T (Σ) è y ∈ Φ[X], òî ìíîãîîáðàçèå Σ îäíîðîäíî. Ñåé÷àñ ìû ïîêà-
æåì, ÷òî íà ñàìîì äåëå äëÿ îäíîðîäíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ Σ äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ
ãîðàçäî áîëåå ñëàáîãî óñëîâèÿ.

Ïóñòü f � íåàññîöèàòèâíûé ìíîãî÷ëåí. Îáîçíà÷èì ÷åðåç f∆ ìíîæåñòâî âñåõ
ìíîãî÷ëåíîâ èç Φ[X], êîòîðûå ìîæíî ïîëó÷èòü èç f ñ ïîìîùüþ ïîñëåäîâàòåëüíûõ
÷àñòè÷íûõ ëèíåàðèçàöèé:

f∆ = {g ∈ Φ[X]|g = f∆j1
i1

(xk1) · . . . ·∆
js
is

(xks)}.

Òåîðåìà 1.4.1. Ïóñòü ìíîãîîáðàçèå Σ îáëàäàåò òàêîé ñèñòåìîé I îïðåäåëÿþ-
ùèõ òîæäåñòâ, ÷òî f∆ ⊆ T (Σ) äëÿ âñåõ f ∈ I. Òîãäà Σ � îäíîðîäíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì ïðåæäå âñåãî, ÷òî ìû ìîæåì ñ÷èòàòü áåç îãðàíè÷å-
íèÿ îáùíîñòè, ÷òî ñèñòåìà I ñîñòîèò èç îäíîðîäíûõ ìíîãî÷ëåíîâ. Äåéñòâèòåëüíî,
ïóñòü f = f(x1, . . . , xn) ∈ I, f = f1 + f2, ãäå f1 îäíîðîäåí ïî x1 ñòåïåíè m, à f2

èìååò ïî x1 ñòåïåíü ìåíüøå m. Ïóñòü, äàëåå, xj � ïîðîæäàþùèé, íå âõîäÿùèé â
çàïèñü f . Òîãäà ìû èìååì

f∆m
1 (xj) = f1∆m

1 (xj) + f2∆m
1 (xj) = f1(xj, x2, . . . , xn) ∈ f∆

è äàëåå

f1(xj, x2, . . . , xn)∆m
j (x1) = f1(x1, x2, . . . , xn) = f1 ∈ f∆ ⊆ T (Σ),

ò.å. f1, f2 ∈ T (Σ). Ïîêàæåì, ÷òî f1∆ ∪ f2∆ ⊆ T (Σ). Òàê êàê f1 ∈ f∆, òî ÿñíî,
÷òî f1∆ ⊆ f∆ ⊆ T (Σ). Ïóñòü òåïåðü g ∈ f2∆. Òîãäà g = f2∆1 . . .∆k, ãäå ∆i =
∆ri
ti (xsi). Ìû èìååì g = (f − f1)∆1 . . .∆k = f∆1 . . .∆k − f1∆1 . . .∆k ∈ T (Σ). Èòàê,

ìû ìîæåì çàìåíèòü â ñèñòåìå I ìíîãî÷ëåí f ìíîãî÷ëåíàìè f1 è f2. Ïðîäîëæàÿ
ýòîò ïðîöåññ, ìû ïðèäåì ê îäíîðîäíîé ñèñòåìå I ′, óäîâëåòâîðÿþùèåé óñëîâèþ
òåîðåìû. Ñîãëàñíî ëåììå 1.3.1., îäíîðîäíîñòü ìíîãîîáðàçèÿ Σ ýêâèâàëåíòíà òîìó,
÷òî èäåàë T (Σ) îáëàäàåò ñèñòåìîé îäíîðîäíûõ ïîðîæäàþùèõ. Ïî ñëåäñòâèþ 1.2.1.
ýòîò èäåàë ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè âèäà f(g1, g2, . . . , gn), ãäå f ∈ I; g1, . . . , gn ∈
Φ[X]. Ðàçëîæèì ìíîãî÷ëåíû g1, . . . , gn íà îäíî÷ëåíû gi =

si∑
k=1

gik. Òîãäà ïî ëåììå

1.4.2. ýëåìåíò h = f(g1, . . . , gn) ïðåäñòàâèì â âèäå

h =
∑
m

fm(g11, . . . , g1s, . . . , gn1, . . . , gnsn),
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ãäå fm = fm(x11, . . . , x1s1 , . . . , xn1, . . . , xnsn) ∈ f∆. Â ñèëó îäíîðîäíîñòè f âñå ýëå-
ìåíòû fm ÿâëÿþòñÿ îäíîðîäíûìè; êðîìå òîãî, ïî óñëîâèþ îíè ëåæàò â T (Σ). Íî
òîãäà è âñå ýëåìåíòû

fm(g11, . . . , g1s1 , . . . , gn1, . . . , gnsn)

òàêæå ÿâëÿþòñÿ îäíîðîäíûìè è ëåæàò â T (Σ). Ñëåäîâàòåëüíî, ñîâîêóïíîñòü ýòèõ
ýëåìåíòîâ è åñòü èñêîìàÿ ñèñòåìà îäíîðîäíûõ ïîðîæäàþùèõ äëÿ èäåàëà T (Σ).
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Âûÿñíèì òåïåðü, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ÷àñòè÷íûå ëèíåàðèçàöèè íåêîòîðîãî òîæ-
äåñòâà ñàìè ÿâëÿþòñÿ òîæäåñòâàìè.

Òåîðåìà 1.4.2. Ïóñòü f ∈ Φ[X] � òîæäåñòâî àëãåáðû A, îäíîðîäíîå ïî xi
ñòåïåíè k. Äîïóñòèì, ÷òî â Φ èìåþòñÿ òàêèå k− 1 ýëåìåíòîâ α1, . . . , αk−1, ÷òî äëÿ
îïðåäåëèòåëÿ

d =

∣∣∣∣∣∣∣∣
α1 α2

1 . . . αk−1
1

α2 α2
2 . . . αk−1

2

. . . . . . . . . . . .
αk−1 α2

k−1 . . . αk−1
k−1

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

(
k−1∏
s=1

αs

)(∏
i<j

(αj − αi)

)

ðàâåíñòâî d · a = 0 âëå÷åò a = 0 äëÿ ëþáîãî a ∈ A. Òîãäà âñå ÷àñòè÷íûå ëèíåàðè-
çàöèè ìíîãî÷ëåíà f ÿâëÿþòñÿ òîæäåñòâàìè àëãåáðû A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f = f(x1, . . . , xn) è a1, a2, . . . , an, aj � ïðîèçâîëü-
íûå ýëåìåíòû àëãåáðû A. Êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1.3.1, ýëåìåíòû
f

(m)
i (a1, . . . , an; aj) äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷èì f

(m)
i (a). Èìååì ïî ëåììå 1.4.2

0 = f(a1, . . . , ai−1, ai + aj, ai+1, . . . , an) =
k∑
s=0

f
(s)
i (a) =

k−1∑
s=1

f
(s)
i (a),

òàê êàê
f

(0)
i (a) = f(a1, . . . , ai−1, ai, ai+1, . . . , an) = 0,

f
(k)
i (a) = f(a1, . . . , ai−1, aj, ai+1, . . . , an) = 0.

Ïîäñòàâëÿÿ â ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî ïîñëåäîâàòåëüíî ýëåìåíòû
α1aj, α2aj, . . . , αk−1aj âìåñòî aj, ïîëó÷èì

α1f
(1)
i (a) + α2

1f
(2)
i (a) + . . .+ αk−1

1 f
(k−1)
i (a) = 0,

α2f
(1)
i (a) + α2

2f
(2)
i (a) + . . .+ αk−1

2 f
(k−1)
i (a) = 0,

. . .

αk−1f
(1)
i (a) + α2

k−1f
(2)
i (a) + . . .+ αk−1

1 f
(k−1)
k−1 (a) = 0,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî d · f (s)
i (a) = 0 äëÿ 1 6 s 6 k − 1. Çíà÷èò, f (s)

i (a) = 0, ÷òî,
ââèäó ïðîèçâîëüíîñòè ýëåìåíòîâ a1, . . . , an, aj ∈ A, äîêàçûâàåò ñïðàâåäëèâîñòü â
A òîæäåñòâà f (s)

i (x1, x2, . . . , xn;xj). Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Ñëåäñòâèå 1.4.1. Åñëè ìíîãîîáðàçèå àëãåáð Σ çàäàíî ñèñòåìîé I îäíîðîäíûõ
òîæäåñòâ ñòåïåíè 6 k ïî êàæäîé èç ïåðåìåííûõ è â Φ èìååòñÿ k − 1 ýëåìåíò

α1, α2, . . . , αk−1 òàêèõ, ÷òî äëÿ d =
(∏k−1

s=1 αs

)(∏
i<j(αj − αi)

)
, ëþáîé àëãåáðû A ∈

Σ è a ∈ A ðàâåíñòâî d · a = 0 âëå÷åò a = 0, òî ìíîãîîáðàçèå Σ îäíîðîäíî. Â
÷àñòíîñòè, âñÿêîå ìíîãîîáðàçèå, çàäàííîå îäíîðîäíûìè òîæäåñòâàìè ñòåïåíè 6 2
ïî êàæäîé èç ïåðåìåííûõ, îäíîðîäíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè â Φ íàéäóòñÿ íóæíûå ýëåìåíòû α1, . . . , αk−1, òî â ñèëó
òåîðåìû 1.4.2. äëÿ âñÿêîãî f ∈ I ìû áóäåì èìåòü f∆ ⊆ T (Σ), îòêóäà ïî òåîðåìå
1.4.1. ìíîãîîáðàçèå Σ îäíîðîäíî. Åñëè âñå ýëåìåíòû â I èìåþò ñòåïåíü íå âûøå 2
ïî êàæäîé èç ïåðåìåííûõ, òî ìû ìîæåì âçÿòü â êà÷åñòâå α1 åäèíèöó 1 è ïðèìåíèòü
ïåðâóþ ÷àñòü ñëåäñòâèÿ.

Ìíîãîîáðàçèÿ àññîöèàòèâíûõ, àëüòåðíàòèâíûõ çàäàþòñÿ îäíîðîäíûìè òîæäå-
ñòâàìè ñòåïåíè íå áîëåå 2 è ïîòîìó ÿâëÿþòñÿ îäíîðîäíûìè. Îïðåäåëÿþùèå òîæ-
äåñòâà ìíîãîîáðàçèÿ éîðäàíîâûõ àëãåáð òàêæå îäíîðîäíû, íî îäíî èç íèõ èìååò
ñòåïåíü 3 ïî x1. Ýòî ÿâëÿåòñÿ ïðè÷èíîé òîãî, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ êîëåö îïåðàòî-
ðîâ, íàïðèìåð, ïîëÿ Z2 èç äâóõ ýëåìåíòîâ, ìíîãîîáðàçèå éîðäàíîâûõ àëãåáð íå
ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì. Îäíàêî, åñëè â Φ ðàçðåøèìî óðàâíåíèå 2 · x = 1, òî ñèòóà-
öèÿ â êîðíå ìåíÿåòñÿ. Â ñàìîì äåëå, åñëè ïîëîæèòü α1 = 1, à â êà÷åñòâå α2 âçÿòü
ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ (îáîçíà÷èì åãî 1/2), òî äëÿ d = 1 ·1/2 · (1−1/2) = (1/2)2

èìïëèêàöèÿ da = 0⇒ a = 0 âåðíà, òàê êàê 4da = a. Ïî ñëåäñòâèþ 1.4.1 çàêëþ÷àåì,
÷òî â ýòîì ñëó÷àå ìíîãîîáðàçèå éîðäàíîâûõ àëãåáð îäíîðîäíî.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü A è B � àëãåáðû íàä êîëüöîì Φ. Ðàññìîòðèì ïðÿìóþ
ñóììó A×B. Òîãäà ÷åðåç P îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ ôîðìàëüíûõ ñóìì âèäà∑

(a,b)∈A×B,λ∈Φ

λ(a, b).

Ïóñòü K àääèòèâíàÿ ïîäãðóïïà â P, ïîðîæäåííàÿ ýëåìåíòàìè

(a1 + a2, b)− (a1, b)− (a2, b),

(a, b1 + b2)− (a, b1)− (a, b2),

(ra, b)− (a, rb), (ra, b)− r(a, b),
ãäå a, b, a1, a2, b1, b2 ∈ A, r ∈ Φ. Ðàññìîòðèì ôàêòîð-ãðóïïó F = P/K. Ïîëó÷åííóþ
ôàêòîð-ãðóïïó áóäåì îáîçíà÷àòü F = A⊗ΦB, à åå ýëåìåíòû ÷åðåç a⊗b. Çàäàäèì íà
F óìíîæåíèå ñëåäóþùèì îáðàçîì (a1⊗ b1) · (a2⊗ b2) = (a1a2)⊗ (b1b2). Ïîëó÷åííóþ
àëãåáðó A⊗Φ B ìû áóäåì íàçûâàòü òåíçîðíûì ïðîèçâåäåíèé àëãåáð A è B.

Óïðàæíåíèå. Äîêàçàòü èçîìîðôèçì A⊗Φ B ∼= B ⊗Φ A.

Òåîðåìà 1.4.3 Ïóñòü A � àëãåáðà íàä êîëüöîì Φ, ïðèíàäëåæàùàÿ îäíîðîäíî-
ìó ìíîãîîáðàçèþ Σ, è B � àññîöèàòèâíî-êîììóòàòèâíàÿ àëãåáðà. Òîãäà àëãåáðà
C = B ⊗Φ A òàêæå ïðèíàäëåæèò ìíîãîîáðàçèþ Σ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî C óäîâëåòâîðÿåò âñåì îäíîðîä-
íûì òîæäåñòâàì èç T (Σ). Ïóñòü f(x1, x2, . . . , xn) � òàêîå òîæäåñòâî. Òîãäà äëÿ
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ëþáûõ c1, . . . , cn ∈ C ýëåìåíò f(c1, . . . , cn) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû ýëåìåí-
òîâ âèäà g(b1 ⊗ a1, . . . , bs ⊗ as), ai ∈ A, bi ∈ B, ãäå g � îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí èç
f∆ ⊆ T (Σ). Åñëè ìíîãî÷ëåí g(x1, x2, . . . , xs) èìååò òèï [i1, i2, . . . , is], òî

g(b1 ⊗ a1, . . . , bs ⊗ as) = bi11 b
i2
2 . . . b

is
s ⊗ g(a1, a2, . . . , as) = 0.

Íî ýòî çíà÷èò, ÷òî è f(c1, c2, . . . , cn) = 0. Òåîðåìà äîêàçàíà.

1.5 Ïîëèëèíåéíûå òîæäåñòâà è ïðèñîåäèíåíèå
åäèíèöû.

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèå: êðûøå÷êà ˆ íàä xi â ñóììå x1 + . . .+ x̂i + . . .+xn
îçíà÷àåò, ÷òî xi â âõîäèò â ñóììó ñ íóëåâûì êîýôôèöèåíòîì, ò.å.

x1 + . . .+ x̂i + . . .+ xn =
n∑
k=1

xk − xi.

Íàïðèìåð, x1 + x̂2 + x3 + x̂4 + x5 = x1 + x3 + x5.
Ïóñòü f = f(x1, x2, . . . , xn) � íåêîòîðûé íåàññîöèàòèâíûé ìíîãî÷ëåí èç Φ[X]

è y1, y2, . . . , yk ∈ X \ {x1, . . . , xn}. Äëÿ êàæäîãî i = 1, 2, . . . , n îïðåäåëèì íåàññîöè-
àòèâíûé ìíîãî÷ëåí fLki ôîðìóëîé

fLki (x1, . . . , xi−1, y1, y2, . . . , yk, xi+1, . . . , xn) =

= f(x1, . . . , xi−1, y1 + y2 + · · ·+ yk, xi+1, . . . , xn)−
k∑
q=1

f(x1, . . . , xi−1, y1 + . . .+ ŷq + . . .+ yk, xi+1, . . . , xn)+

+
∑

16q1<q26k

f(x1, . . . , xi−1, y1 + . . .+ ŷq1 + . . .+ ŷq2 + . . .+ yk, xi+1, . . . , xn)−

− . . .+ (−1)k−1

k∑
q=1

f(x1, . . . , xi−1, yq, xi+1, . . . , xn).

Ïóñòü f = f(x1, x2, . . . , xn) � îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí òèïà [k1, k2, . . . , kn]. Òî-
ãäà ïîëèëèíåéíûé ìíîãî÷ëåí fLk11 . . . Lknn áóäåì íàçûâàòü ïîëíîé ëèíåàðèçàöèåé
ìíîãî÷ëåíà f .

Ëåììà 1.5.1. Åñëè àëãåáðà A óäîâëåòâîðÿåò íåêîòîðîìó òîæäåñòâó, òî îíà
óäîâëåòâîðÿåò è íåêîòîðîìó ïîëèëèíåéíîìó òîæäåñòâó.

Óïðàæíåíèå. Íàéòè ñèñòåìó ïîëèëèíåéíûõ òîæäåñòâ ìíîãîîáðàçèÿ àëüòåðíà-
òèâíûõ àëãåáð.
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Ïóñòü A � íåêîòîðàÿ àëãåáðà íàä êîëüöîì Φ. Ðàññìîòðèì Φ êàê ìîäóëü íàä
ñàìèì ñîáîé. Åäèíèöà 1 êîëüöà Φ ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäàþùèì ýëåìåíòîì ýòîãî ìîäó-
ëÿ: Φ = Φ · 1. Ðàññìîòðèì ïðÿìóþ ñóììó A# = A⊕Φ · 1 äâóõ Φ-ìîäóëåé A è Φ · 1
è îïðåäåëèì íà íåé óìíîæåíèå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(a+ α · 1)(b+ β · 1) = (ab+ αb+ βa) + αβ · 1,

ãäå α, β ∈ Φ, a, b ∈ A. Àëãåáðó A# áóäåì íàçûâàòü àëãåáðîé, ïîëó÷åííîé ôîð-
ìàëüíûì ïðèñîåäèíåíèåì åäèíèöû ê àëãåáðå A. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî 1 � åäèíèöà
àëãåáðû A#, ò.å. 1 · a = a · 1 = a äëÿ ëþáîãî a ∈ A# è A � ïîäàëãåáðà â A#.

Îïðåäåëåíèå. Ìíîãîîáðàçèå Σ íàçûâàåòñÿ óíèòàðíî çàìêíóòûì, åñëè äëÿ ëþ-
áîé àëãåáðû A ∈ Σ âåðíî A# ∈ Σ.

Óïðàæíåíèå. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîãîîáðàçèå ëèåâûõ àëãåáð (àëãåáð Ëè) íå ÿâ-
ëÿåòñÿ óíèòàðíî çàìêíóòûì.

Îòìåòèì, ÷òî ìíîãîîáðàçèå àëãåáð, óäîâëåòâîðÿþùèõ òîæäåñòâó (x2y)x =
x2(yx) íå ÿâëÿåòñÿ óíèòàðíî çàìêíóòûì. Â òîæå âðåìÿ, ìíîãîîáðàçèå àëãåáð, óäî-
âëåòâîðÿþùèõ òîæäåñòâàì

(x2y)x = x2(yx), (xy)x = x(yx)

ÿâëÿåòñÿ óíèòàðíî çàìêíóòûì. Àëãåáðû èç ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ íàçûâàþòñÿ íåêîì-
ìóòàòèâíûìè éîðäàíîâûìè àëãåáðàìè.



Ãëàâà 2

Êîìïîçèöèîííûå àëãåáðû è

ïðèìåðû éîðäàíîâûõ àëãåáð

2.1 Êîìïîçèöèîííûå àëãåáðû

Ïóñòü F � ïðîèçâîëüíîå ïîëå, A � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íåíóëåâîé ðàçìåðíî-
ñòè íàä F . Îòîáðàæåíèå f : A×A→ F íàçûâàåòñÿ áèëèíåéíîé ôîðìîé, åñëè äëÿ
ëþáûõ x, x′y, y′ ∈ A,α ∈ F âûïîëíÿåòñÿ
1) f(x+ x′, y + y′) = f(x, y) + f(x′, y) + f(x, y′) + f(x′, y′);
2) f(αx, y) = f(x, αy) = αf(x, y).

Áèëèíåéíàÿ ôîðìà f íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé, åñëè f(x, y) = f(y, x) äëÿ
ëþáûõ x, y ∈ A. Ñèììåòðè÷åñêàÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà f íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåí-
íîé, åñëè èç òîãî, ÷òî f(a, x) = 0 äëÿ âñå x ∈ A, ñëåäóåò, ÷òî a = 0.

Îòîáðàæåíèå n : A→ F íàçûâàåòñÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé, åñëè
1) n(λx) = λ2n(x), ãäå x ∈ A, λ ∈ F ;
2) ôóíêöèÿ f(x, y) = n(x+ y)− n(x)− n(y) ÿâëÿåòñÿ áèëèíåéíîé ôîðìîé íà A.

Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà n(x) íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííîé, åñëè íåâûðîæäåíà ñî-
îòâåòñòâóþùàÿ åé ñèììåòðè÷åñêàÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà f(x, y), è ñòðîãî íåâûðîæ-
äåííîé, åñëè èç òîãî, ÷òî n(a) = f(a, x) = 0 äëÿ âñåõ x ∈ A, ñëåäóåò, ÷òî a = 0.
Âñÿêàÿ ñòðîãî íåâûðîæäåííàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé; îá-
ðàòíîå âåðíî, åñëè õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ îòëè÷íàÿ îò 2. Ôîðìà n(x) íàçûâàåòñÿ
äîïóñêàþùåé êîìïîçèöèþ, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ áèíàðíàÿ áèëèíåéíàÿ îïåðàöèÿ
(êîìïîçèöèÿ) xy â A, ÷òî

n(x)n(y) = n(xy). (2.1)

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ïîëå R � äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Òîãäà êâàäðàòè÷íàÿ
ôîðìà n(x) = x2 äîïóñêàåò êîìïîçèöèþ. Ïóñòü ïîëå C � êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.
Òîãäà êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà n(z) = zz, ãäå z � êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííîå ÷èñëî ê
z, äîïóñêàåò êîìïîçèöèþ.

Ïðèìåðîì êâàäðàòè÷íîé ôîðìû, äîïóñêàþùåé êîìïîçèöèþ è îòëè÷íîé îò ñóì-
ìû êâàäðàòîâ, ìîæåò ñëóæèòü ñëåäóþùàÿ ôîðìà îò äâóõ ïåðåìåííûõ:

n(x) = n(x1, x2) = x2
1 + kx1x2 + tx2

2, k, t ∈ F.
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Óïðàæíåíèå. Ïîêàçàòü, ÷òî

n(x1, x2)n(y1, y2) = n(x1y1 − tx2y2, x1y2 + x2y1 + kx2y2).

Îïðåäåëåíèå. Àëãåáðà A íàä ïîëåì F ñ êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé n(x) íàçûâàåòñÿ
êîìïîçèöèîííîé àëãåáðîé, åñëè
1) n(xy) = n(x)n(y);
2) ôîðìà n(x) ñòðîãî íåâûðîæäåíà;
3) â A åñòü åäèíèöà 1.

Ïðåäëîæåíèå 2.1.1. Ïóñòü n(x) � ñòðîãî íåâûðîæäåííàÿ êâàäðàòè÷íàÿ
ôîðìà íà êîíå÷íîìåðíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå A. Òîãäà åñëè n(x) äîïóñêà-
åò êàêóþ-ëèáî êîìïîçèöèþ îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ xy íà A, òî n(x) äîïóñêàåò
òàêóþ êîìïîçèöèþ x ·y, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé A ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèîííîé àëãåá-
ðîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ àëãåáðà A ñ óìíîæåíèåì xy è ôîðìà
n(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 1) è 2). Â ñèëó óñëîâèÿ 2) ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò
a ∈ A, äëÿ êîòîðîãî n(a) 6= 0. Ïóñòü u = a2

n(a)
. Òîãäà n(u) = 1; ñëåäîâàòåëüíî,

n(xu) = n(ux) = n(x). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî f(xu, yu) = f(ux, uy) = f(x, y). Â ñèëó
óñëîâèÿ 2) ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ

Ru : x→ xu è Lu : x→ ux

íåâûðîæäåíû. Ââèäó êîíå÷íîìåðíîñòè A îòîáðàæåíèÿ Ru è Lu îáðàòèìû. Îïðå-
äåëèì òåïåðü íîâîå óìíîæåíèå â A, ïîëîæèâ x · y = (xR−1

u )(yL−1
u ). Òîãäà u2 · x =

(u2R−1
u )(xL−1

u ) = x. Àíàëîãè÷íî x · u2 = x. Ñëåäîâàòåëüíî, u2 ÿâëÿåòñÿ åäèíèöåé
îòíîñèòåëüíî íîâîãî óìíîæåíèÿ. Äàëåå,

n(x · y) = n((xR−1
u )(yL−1

u )) = n(xR−1
u )n(yL−1

u ) = n(x)n(y).

Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì çàìåíèòü êîìïîçèöèþ xy íà x · y è ïîëó÷èòü êîìïîçè-
öèîííóþ àëãåáðó. Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

Ëåììà 2.1.1. Ïóñòü A � êîìïîçèöèîííàÿ àëãåáðà. Òîãäà A � àëüòåðíàòèâíàÿ
è êàæäûé ýëåìåíò àëãåáðû A óäîâëåòâîðÿåò êâàäðàòíîìó óðàâíåíèþ ñ êîýôôè-
öèåíòàìè èç F .

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòîæäåñòâèì F · 1 ñ F . Âîñïîëüçîâàâøèñü (2.1), ìû ëåãêî
ïîëó÷àåì n(x)n(y + w) = n(xy + xw). Ñëåäîâàòåëüíî

n(x)f(y, w) = n(x)n(y + w)− n(x)n(y)− n(x)n(w) = n(xy + xw)− n(xy)− n(xw).

Ïîýòîìó

n(x)f(y, w) = f(xy, xw). (2.2)

Ïðîäåëàâ òó æå ïðîöåäóðó ñ x, ïîëó÷èì

f(x, z)f(y, w) = f(xy, zw) + f(xw, zy). (2.3)
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Ïîäñòàâèì òåïåðü â (2.3) z = 1, y = xu :

f(x, 1)f(xu,w) = f(x(xu), w) + f(xw, xu). (2.4)

Òàê êàê â ñèëó (2.2) f(xw, xu) = n(x)f(w, u), òî (2.4) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

f(x(xu) + n(x)u− f(x, 1)xu,w) = 0.

Òàê êàê ôîðìà f(x, y) íåâûðîæäåíà, îòñþäà ñëåäóåò â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè w, ÷òî

x(xu) + n(x)u− f(x, 1)xu = 0 (2.5)

äëÿ ëþáûõ x, u ∈ A. Ïîëîæèâ òåïåðü â (2.5) u = 1, ïîëó÷èì

x2 − f(x, 1)x+ n(x) = 0, (2.6)

÷òî äîêàçûâàåò âòîðóþ ïîëîâèíó ëåììû. Îñòàåòñÿ äîêàçàòü àëüòåðíàòèâíîñòü àë-
ãåáðû A.

Óìíîæèâ (2.6) íà u è ñðàâíèâ ñ (2.5), ïîëó÷èì

x2u = x(xu).

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ux2 = (ux)x. Ñëåäîâàòåëüíî, àëãåáðà A � àëüòåð-
íàòèâíà. Ëåììà äîêàçàíà.

Îïðåäåëåíèå. Ýíäîìîðôèçì âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà A íàçûâàåòñÿ èíâîëþöè-
åé àëãåáðû A, åñëè äëÿ ëþáûõ a, b ∈ A âûïîëíåíî

φ(ab) = φ(b)φ(a) è φ(φ(a)) = a.

Ëåììà 2.1.2. Îòîáðàæåíèå a→ a = f(1, a)− a ÿâëÿåòñÿ èíâîëþöèåé àëãåáðû
A, îñòàâëÿþùåé íåïîäâèæíûìè ýëåìåíòû ïîëÿ F , ïðè ýòîì ýëåìåíòû t(a) = a+a
è n(a) = aa ëåæàò â F äëÿ âñåõ a ∈ A. Êðîìå òîãî, a óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó
a2 − t(a)a+ n(a) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ïðîâåðÿòü ïîñëåäîâàòåëüíî âñå ñâîéñòâà èíâîëþöèè:
a) a+ b = a+ b. Èìååì a+ b = f(1, a+ b)− (a+ b) = f(1, a)− a+ f(1, b)− b = a+ b.
b) Ïóñòü λ ∈ F. Òîãäà λa = f(1, λa)− λa = λ(f(1, a)− a) = λa.
c) a = a. Èìååì

a = f(1, a)− a = f(1, f(1, a)− a)− f(1, a) + a = f(1, 1)f(1, a)− 2f(1, a) + a.

Äàëåå, êàê ëåãêî âèäåòü, n(1) = 1, ïîýòîìó f(1, 1) = n(2) − n(1) − n(1) = 2, ò.å.
a = a.
d) ab = ba. Èç òîæäåñòâà (2.6) ïîëó÷àåì, ïîäñòàâëÿÿ âìåñòî x ïîñëåäîâàòåëüíî
a+ b, a, b è âû÷èòàÿ èç ïåðâîãî ïîëó÷èâøåãîñÿ òîæäåñòâà äâà äðóãèõ:

ab+ ba− f(1, a)b− f(1, b)a+ f(a, b) = 0. (2.7)
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Äàëåå, èç (2.3) ïîëó÷àåì ïðè x = y = 1, z = a è w = b

f(1, a)f(1, b) = f(1, ab) + f(a, b). (2.8)

Ïîäñòàâèâ ýòî â (2.7), ïîëó÷èì

ab+ ba− f(1, a)b− f(1, b)a+ f(1, a)f(1, b)− f(1, ab) = 0, (2.9)

îòêóäà

(f(1, a)− a)(f(1, b)− b) = ab− f(1, a)b− f(1, b)a+ f(1, a)f(1, b) = f(1, ab)− ba.

Èç (2.9) ñëåäóåò, ÷òî f(1, ab) = f(1, ba). Ñëåäîâàòåëüíî, ab = ba, ÷òî è òðåáîâàëîñü
äîêàçàòü.

Äàëåå, åñëè λ ∈ F , òî λ = f(1, λ) − λ = λf(1, 1) − λ = λ. Íàêîíåö, a + a =
f(1, a) ∈ F è â ñèëó (2.6) aa = f(1, a)a − a2 = n(a) ∈ F. Òàê êàê t(a) = f(1, a), òî
ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå ëåììû ñëåäóåò òàêæå èç (2.6). Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 2.1.3. Ïóñòü A � àëãåáðà íàä ïîëåì F ñ åäèíèöåé 1 è ñ èíâîëþöèåé
x→ x, ïðè÷åì äëÿ âñÿêîãî x ∈ A ýëåìåíòû x+x, xx ∈ F . Òîãäà åñëè êâàäðàòè÷íàÿ
ôîðìà n(x) = xx ñòðîãî íåâûðîæäåííà íà A, òî àëãåáðà A ëèáî ïðîñòà, ëèáî
èçîìîðôíà ïðÿìîé ñóììå F ⊕ F ñ èíâîëþöèåé (a, b) = (b, a).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî A � ïðîñòà, êàê àëãåáðà ñ èíâîëþöèåé. Ïóñòü
I 6= A� èäåàë àëãåáðû A è I = I. Òàê êàê I∩F = {0}, òî ìû èìååì a+a = 0, aa = 0
äëÿ ëþáîãî a ∈ I. Äàëåå, äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a ∈ I, x ∈ A ìû èìååì ax ∈ I,
îòêóäà ïî ïðåäûäóùåìó f(a, x) = ax+ xa = ax+ ax = 0. Ââèäó íåâûðîæäåííîñòè
ôîðìû f , îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî I = (0).

Ïóñòü òåïåðü T � ïðîèçâîëüíûé èäåàë àëãåáðû A, T 6= (0) è T 6= A. Ïîëîæèì
I = T + T , òîãäà I = I, I 6= (0), îòêóäà ïî äîêàçàííîìó âûøå I = A. Äàëåå,
ïîëîæèì J = T ∩ T , òîãäà J = J, J 6= A è âíîâü ïî äîêàçàííîìó âûøå J = (0).
Ñëåäîâàòåëüíî, àëãåáðà A åñòü ïðÿìàÿ ñóììà èäåàëîâ T è T . Îñòàåòñÿ äîêàçàòü,
÷òî èäåàë T îäíîìåðåí íàä ïîëåì F . Ïóñòü t, s ∈ T, t 6= 0;λ = t + t, µ = s +
s, λ, µ ∈ F. Çàìåòèì, ÷òî λ 6= 0, òàê êàê èíà÷å t = −t ∈ T ∩ T = (0). Äàëåå,
èìååì T · T + T · T ⊆ T ∩ T = (0), îòêóäà λs = (t + t)s = ts, µt = t(s + s) = ts.
Ñëåäîâàòåëüíî, λs = µt è s = (λ−1µ)t, ò.å. îäíîìåðíîñòü èäåàëà T äîêàçàíà.

Èòàê, åñëè àëãåáðà A íå ïðîñòà, òî îíà ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé äâóõ ýêçåì-
ïëÿðîâ ïîëÿ F . Ëåììà äîêàçàíà.

2.2 Ïðîöåññ Êýëè�Äèêñîíà.

Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî A � àëãåáðà íàä ïîëåì F , êîòîðàÿ îáëàäàåò åäèíèöåé 1 è
èíâîëþöèåé a → a, ïðè÷åì a + a, aa ∈ F. Ñ ïîìîùüþ òàê íàçûâàåìîãî ïðîöåññà
Êýëè�Äèêñîíà ìû ïîñòðîèì íîâóþ àëãåáðó ñ èíâîëþöèåé, ñîäåðæàùóþ A â êà-
÷åñòâå ïîäàëãåáðû. Ïðè ýòîì ðàçìåðíîñòü ïîëó÷åííîé àëãåáðû áóäåò â äâà ðàçà
áîëüøå, ÷åì ðàçìåðíîñòü èñõîäíîé àëãåáðû.
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Çàôèêñèðóåì 0 6= α ∈ F è îáîçíà÷èì ÷åðåç (A,α) ñîâîêóïíîñòü âñåõ óïîðÿäî-
÷åííûõ ïàð (a1, a2), ai ∈ A, ñ îïåðàöèÿìè ïîêîìïîíåíòíîãî ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ
íà ñêàëÿð è îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ, îïðåäåëåííîé ñëåäóþùèì ïðàâèëîì

(a1, a2)(a3, a4) = (a1a3 + αa4a2, a1a4 + a3a2).

Êàê ëåãêî âèäåòü, (A,α) ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé íàä F . Ýëåìåíò (1, 0) ÿâëÿåòñÿ åäèíè-
öåé àëãåáðû (A,α); ìíîæåñòâî A′ = {(a, 0)|a ∈ A} åñòü ïîäàëãåáðà àëãåáðû (A,α),
èçîìîðôíàÿ èñõîäíîé àëãåáðå A. Ïóñòü v = (0, 1), òîãäà v2 = α(1, 0) è (A,α) ÿâëÿ-
åòñÿ ïðÿìîé ñóììîé âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ A′ è vA′. Åñëè ìû îòîæäåñòâèì A′ c
A, ýëåìåíòû àëãåáðû (A,α) ïðåäñòàâÿòñÿ â âèäå x = a1 + va2, ãäå ai ∈ A îäíîçíà÷-
íî îïðåäåëåíû ýëåìåíòàìè x, è óíîæåíèå â (A,α) áóäåò çàäàâàòüñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

(a1 + va2)(a3 + va4) = (a1a3 + αa4a2) + v(a1a4 + a3a2).

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà x = a1 + va2 ∈ (A,α) ìû ïîëîæèì x = a1 − va2.

Ëåììà 2.2.1. Îòîáðàæåíèå x → x åñòü èíâîëþöèÿ àëãåáðû (A,α); ïðè ýòîì
x + x, xx ∈ F äëÿ ëþáîãî x ∈ (A,α). Åñëè êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà n(a) = aa ñòðîãî
íåâûðîæäåíàÿ íà A, òî êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà n(x) = xx ñòðîãî íåâûðîæäåíà íà
(A,α).

Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî îòîáðàæåíèå x → x ëèíåéíî è ÷òî x = x äëÿ
ëþáîãî x ∈ (A,α). Ïóñòü x = a1 + va2, y = a3 + va4, ãäå ai ∈ A. Òîãäà ìû èìååì

y · x = (a3 − va4)(a1 − va2) = (a3 · a1 + αa2a4)− v(a3a2 + a1a4).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû

xy = (a3 · a1 + αa2a4)− v(a1a4 + a3a2) = y · x.

Ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå x→ x åñòü èíâîëþöèÿ àëãåáðû (A,α). Äàëåå, x+x =
a1 + a1 ∈ F è xx = a1a1 − αa2a2 ∈ F.

Ïóñòü òåïåðü êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà n(a) ñòðîãî íåâûðîæäåíà íà A. Êâàäðàòè÷-
íîé ôîðìå n(x) = xx ñîîòâåòñòâóåò áèëèíåéíàÿ ôîðìà

f(x, y) = xy + yx = (a1a3 + a3a1)− α(a2a4 + a4a2),

ãäå x = a1+va2, y = a3+va4, ai ∈ A. Ïóñòü f(x, y) = 0 äëÿ ïðîèçâîëüíîãî y ∈ (A,α).
Ïîëàãàÿ y = a3 ∈ A, ìû ïîëó÷èì a1a3 + a3a1 = 0 äëÿ âñåõ a3 ∈ A, îòêóäà, ââèäó
ñòðîãîé íåâûðîæäåííîñòè ôîðìû n(a) = aa, ñëåäóåò a1 = 0. Òàê êàê α 6= 0,
òî àíàëîãè÷íî ìû ïîëó÷àåì a2 = 0, îòêóäà x = 0. Çíà÷èò, êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà
n(x) = xx ñòðîãî íåâûðîæäåíà. Ëåììà äîêàçàíà.

Ïóñòü òåïåðü A � êîìïîçèöèîííàÿ àëãåáðà ñ êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé n(a). Ïî
ëåììå 2.1.2 â A ñóùåñòâóåò èíâîëþöèÿ a→ a òàêàÿ, ÷òî n(a) = aa, t(a) = a+a ∈ F
äëÿ ïðîèçâîëüíîãî a ∈ A. Çíà÷èò, ìû ìîæåì ïðèìåíèòü ê A ïðîöåññ Êýëè�
Äèêñîíà. Íàéäåì óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ïîëó÷àþùàÿ àëãåáðà (A,α) ñ êâàäðàòè÷-
íîé ôîðìîé n(x) òàêæå ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèîííîé.
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Ëåììà 2.2.2. Åñëè A � êîìïîçèöèîííàÿ àëãåáðà, òî àëãåáðà (A,α) ÿâëÿåòñÿ
êîìïîçèöèîííîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà àëãåáðà A àññîöèàòèâíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûøå ïîêàçàíî, ÷òî àëãåáðà (A,α) îáëàäàåò åäèíèöåé. Êðî-
ìå òîãî, ïî ëåììå 2.2.1 êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà n(x) = xx ñòðîãî íåâûðîæäåíà íà
(A,α). Çíà÷èò, àëãåáðà (A,α) ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèîííîé òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ôîðìà n(x) äîïóñêàåò êîìïîçèöèþ. Çàìåòèì, ÷òî åñëè x = a1 + va2, òî
n(x) = n(a1)− αn(a2). Ïóñòü y = a3 + va4, òîãäà ìû èìååì

n(xy)−n(x)n(y) = n(a1a3+αa4a2)−αn(a1a4+a3a2)−(n(a1)−αn(a2))(n(a3)−αn(a4)) =

= n(a1a3) + α2n(a4a2) + αf(a1a3, a4a2)− αn(a1a4)−

αn(a3a2)− αf(a1a4, a3a2)− n(a1)n(a3) + αn(a1)n(a4) + αn(a2)n(a3)− α2n(a2)n(a4).

Òàê êàê n(ab) = n(a)n(b) è n(a) = n(a) äëÿ ëþáûõ a, b ∈ A, òî ìû ïîëó÷àåì

n(xy)− n(x)n(y) = αf(a1a3, a4a2)− αf(a1a4, a3a2).

Ââèäó (2.3) ìû èìååì

f(a1a3, a4a2) = f(a1a3 · 1, a4a2) =

−f((a1a3)a2, a4) + f(a1a3, a4)f(1, a2) = f((a1a3)(f(1, a2)− a2), a4) = f((a1a3)a2, a4)

è àíàëîãè÷íî
f(a1a4, a3a2) = f(a4, a1(a3a2)).

Ñëåäîâàòåëüíî,

n(xy)− n(x)n(y) = αf((a1a3)a2 − a1(a3a2), a4).

Òàê êàê α 6= 0 è áèëèíåéíàÿ ôîðìà f íåâûðîæäåíà, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî êâàäðà-
òè÷íàÿ ôîðìà n(x) äîïóñêàåò êîìïîçèöèþ òîãäà è òîëüêî òîãäà. êîãäà àëãåáðà A
àññîöèàòèâíà. Ëåììà äîêàçàíà.

Ìû ìîæåì òåïåðü ïðèâåñòè ñëåäóþùèå ïðèìåðû êîìïîçèöèîííûõ àëãåáð:

I. F � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè îòëè÷íîé îò 2, n(α) = α2 äëÿ âñåõ α ∈ F.
Óïðàæíåíèå. Äîêàçàòü, ÷òî â ñëó÷àå õàðàêòåðèñòèêè 2 ïîëå F íå ÿâëÿåòñÿ

êîìïîçèöèîííîé àëãåáðîé.

II. K(µ) = F +Fv1, ãäå v2
1 = v1 +µ, 4µ+1 6= 0; ïîëå F ïðîèçâîëüíî; èíâîëþöèÿ:

α + βv1 = (α+β)−βv1; êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà n(a) = aa. Åñëè ìíîãî÷ëåí x2−x−µ
íåïðèâîäèì â F [x], òî àëãåáðà K(µ) ÿâëÿåòñÿ ïîëåì; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, K(µ) =
F ⊕ F.

Óïðàæíåíèå. Åñëè õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ 6= 2, òî ïîêàçàòü, ÷òî K(µ) = (F, α).

III. Q(µ, β) = (K(µ), β), β 6= 0, � àëãåáðà îáîáùåííûõ êâàòåðíèîíîâ.

Óïðàæíåíèå. Ïîêàçàòü, ÷òî Q(µ, β) � àññîöèàòèâíà, íî íå êîììóòàòèâíà.

IV. C(µ, β, γ) = (Q(µ, β), γ), γ 6= 0, � àëãåáðà Êýëè�Äèêñîíà.
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Óïðàæíåíèå. Ïîêàçàòü, ÷òî C(µ, β, γ) � àëüòåðíàòèâíà, íî íå àññîöèàòèâíà.

Â ñèëó òîãî, ÷òî àëãåáðà C(µ, β, γ) ÿâëÿåòñÿ íåàññîöèàòèâíîé, ïîýòîìó, èñïîëü-
çóÿ ëåììó 2.2.2 ìû íå ìîæåì ïðîäîëæàòü íàø ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ êîìïîçèöèîí-
íûõ àëãåáð.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîé ÷àñòè ñëóæèò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.2.1. Ïóñòü A � êîìïîçèöèîííàÿ àëãåáðà. Òîãäà A � èçîìîðôíà
îäíîé èç ïðèâåäåííûõ âûøå àëãåáð òèïîâ I − IV.

Óïðàæíåíèå. Äîêàçàòü, ÷òî â àëãåáðå Êýëè�Äèêñîíà C(µ, β, γ) íàä ïîëåì F
õàðàêòåðèñòèêè îòëè÷íîé îò 2 ìîæíî âûáðàòü áàçèñ e0 = 1 � åäèíèöà àëãåáðû
C(µ, β, γ):

e1 e2 e3 e4 e5 e6 e7

e1 α e3 αe2 e5 αe4 −e7 −αe6

e2 −e3 β −βe1 e6 e7 βe4 βe5

e3 −αe2 βe1 −αβ e7 αe6 −βe5 −αβe4

e4 −e5 −e6 −e7 γ −γe1 −γe2 −γe3

e5 −αe4 −e7 −αe6 γe1 −αγ γe3 αγe2

e6 e7 −βe4 βe5 γe2 −γe3 −βγ −βγe1

e7 αe6 −βe5 αβe4 γe3 −αγe2 βγe1 αβγ

ãäå α = 4µ+1
4
6= 0. Åñëè α = β = γ = −1 è F � ïîëå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, òî ìû

ïîëó÷èì êëàññè÷åñêóþ àëãåáðó Êýëè.

Óïðàæíåíèå. Ðàññìîòðèì àëãåáðó A ñ óìíîæåíèåì xy. Íà âåêòîðîì ïðîñòðàí-
ñòâå àëãåáðû A ââåäåì íîâîå óìíîæåíèå [x, y], ïîëàãàÿ, ÷òî [x, y] = xy− yx. Ïîëó-
÷åííóþ àëãåáðó áóäåì îáîçíà÷àòü A(−). Ïîêàçàòü, ÷òî àëãåáðà C(µ, β, γ)(−) ÿâëÿ-
åòñÿ àëãåáðîé Ìàëüöåâà, ò.å. àíòèêîììóòàòèâíàÿ àëãåáðà, êîòîðàÿ äëÿ J(x, y, z) =
(xy)z + (yz)x+ (zx)y óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó

J(x, y, xz) = J(x, y, z)x.

2.3 Îñíîâíûå ïðèìåðû éîðäàíîâûõ àëãåáð.

Íàïîìíèì, ÷òî àëãåáðà íàçûâàåòñÿ éîðäàíîâîé, åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò òîæäå-
ñòâàì

xy = yx, (x2y)x = x2(yx).

Éîðäàíîâà àëãåáðà, àññîöèèðîâàííàÿ ñ àññîöèàòèâíîé àëãåáðîé.
Ïóñòü A � àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà. Îïðåäåëèì íà àääèòèâíîì Φ-ìîäóëå àëãåáðû
A íîâóþ îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ �, ñâÿçàííóþ ñî ñòàðûì óìíîæåíèåì ôîðìóëîé

a� b =
1

2
(ab+ ba).

Ïîñëå çàìåíû ñòàðîãî óìíîæåíèÿ íà íîâîå ïîëó÷àåòñÿ íîâàÿ àëãåáðà, êîòîðàÿ
îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç A(+).
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Óïðàæíåíèå. Ïîêàçàòü, ÷òî àëãåáðà A(+) � éîðäàíîâà.

Åñëè J � ïîäìîäóëü àëãåáðû A, çàìêíóòûé îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè a� b, òî J
âìåñòå ñ ýòîé îïåðàöèåé ÿâëÿåòñÿ ïîäàëãåáðîé â A(+) è, ñëåäîâàòåëüíî, éîðäàíîâîé
àëãåáðîé. Òàêàÿ éîðäàíîâà àëãåáðà J íàçûâàåòñÿ ñïåöèàëüíîé. Ïîäàëãåáðà A0 â
A, ïîðîæäåííàÿ ìíîæåñòâîì J , íàçûâàåòñÿ îáåðòûâàþùåé äëÿ J . Íåñïåöèàëüíûå
éîðäàíîâû àëãåáðû íàçûâàþòñÿ èñêëþ÷èòåëüíûìè.

Óïðàæíåíèå. Ïîêàçàòü, ÷òî àëãåáðà A(+) � éîðäàíîâà, ãäå A� àëüòåðíàòèâíàÿ
àëãåáðà. Ïîêàçàòü, ÷òî àëãåáðà A(+) � ñïåöèàëüíà.

Éîðäàíîâà àëãåáðà ñèììåòðè÷åñêîé áèëèíåéíîé ôîðìû. Ïóñòü V �
âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì F ñ çàäàííîé íà íåì ñèììåòðè÷åñêîé áèëè-
íåéíîé ôîðìîé f = f(x, y). Ðàññìîòðèì ïðÿìóþ ñóììó B = F · 1 + V âåêòîðíîãî
ïðîñòðàíñòâà V è îäíîìåðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà F ·1 ñ áàçèñîì 1 è çàäàäèì
íà B óìíîæåíèå ñëåäóþùèì ïðàâèëîì:

(α · 1 + x)(β · 1 + y) = (αβ + f(x, y)) · 1 + (βx+ αy),

ãäå α, β ∈ F, x, y ∈ V. Ïîëó÷åííàÿ àëãåáðà îáîçíà÷àåòñÿ J(V, f) è íàçûâàåòñÿ
éîðäàíîâîé àëãåáðîé ñèììåòðè÷åñêîé áèëèíåéíîé ôîðìû f .

Óïðàæíåíèå. Ïîêàçàòü, ÷òî àëãåáðà J(V, f) � éîðäàíîâà.

Éîðäàíîâà àëãåáðà ñèììåòðè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ.Ïóñòü U � íåêîòîðàÿ (íå
îáÿçàòåëüíî àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà è ∗ � åå èíâîëþöèÿ. ÌíîæåñòâàH(U,∗ ) = {u ∈
U |u = u∗} ñèììåòðè÷åñêèõ îòíîñèòåëüíî ∗ ïåðåìåííûõ çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî
îïåðàöèè

a� b =
1

2
(ab+ ba)

è ÿâëÿåòñÿ ïîäàëãåáðîé àëãåáðû U (+).

Óïðàæíåíèå. Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè U � àññîöèàòèâíà, òî H(U,∗ ) � éîðäàíîâà.

2.4 Éîðäàíîâà àëãåáðà Àëáåðòà.

Éîðäàíîâà àëãåáðà H(C3). Ïóñòü D � êîìïîçèöèîííàÿ àëãåáðà ñ èíâîëþöèåé
d → d è Dn � àëãåáðà ìàòðèö n-ãî ïîðÿäêà íàä D. Îòîáðàæåíèå S : X → XT ,
ãäå XT � ìàòðèöà, ïîëó÷àåìàÿ èç X ïóòåì òðàíñïîíèðîâàíèÿ è ïðèìåíåíèåì
èíâîëþöèè ê êàæäîìó êîìïîíåíòó, ÿâëÿåòñÿ èíâîëþöèåé àëãåáðû Dn. Åñëè D
� àññîöèàòèâíà, òî H(Dn, S) � ñïåöèàëüíàÿ éîðäàíîâà àëãåáðà. Åñëè æå D �
àëãåáðà Êýëè-Äèêñîíà, òî àëãåáðà H(Dn, S) � éîðäàíîâà àëãåáðà òîëüêî ïðè n 6
3.

Èòàê, ïóñòü C � àëãåáðà Êýëè-Äèêñîíà íàä ïîëåì F . ×åðåç eij ìû áóäåì îáî-
çíà÷àòü ìàòðèöó èç C3, ó êîòîðîé íà ïåðåñå÷åíèè i-îé ñòðîêè è j-ãî ñòîëáöà ñòîèò
1, à îñòàëüíûå ýëåìåíòû � íóëè. Ýëåìåíòû eij è ekl ïåðåìíîæàþòñÿ ïî ïðàâèëó
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eijekl = δjkeil, ãäå δjk � ñèìâîë Êðîíåêåðà. Î÷åâèäíî, ÷òî ýëåìåíò
3∑
i=1

eii � åäèíèöà

àëãåáðû C3, êîòîðûé ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç 1. Îòîáðàæåíèå

c→

 c 0 0
0 c 0
0 0 c


àëãåáðû C â C3 åñòü ìîíîìîðôèçì. Äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó, â êîòîðóþ ïåðåõîäèò
ýëåìåíò c, áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç c. Òîãäà ìàòðèöó X = (xij) ìîæíî çàïèñàòü â
âèäå X =

∑
xijeij. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

(aeij)(bekl) = δjk(ab)eil.

Ïóñòü A � ïðîèçâîëüíàÿ àëãåáðà è a, b, c ∈ A. Òîãäà ýëåìåíò

(a, b, c) = (ab)c− a(bc)

íàçûâàåòñÿ àññîöèàòîðîì ýëåìåíòîâ a, b, c.

Óïðàæíåíèå. Ïóñòü A � ïðîèçâîëüíàÿ àëãåáðà è a, b, c ∈ A. Òîãäà, åñëè
(a, b, c)+ � àññîöèàòîð ýëåìåíòîâ a, b, c â àëãåáðå A(+), òî

4(a, b, c)+ = (a, b, c)− (c, b, a) + (b, a, c)− (c, a, b) + (a, c, b)− (b, c, a) + [b, [a, c]].(2.10)

Ëåììà 2.4.1. Â ïðîèçâîëüíîé àëüòåðíàòèâíîé àëãåáðå A ñïðàâåäëèâî òîæäå-
ñòâî

[(a, b, c), d] = (ab, c, d) + (bc, a, d) + (ca, b, d). (2.11)

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî àëüòåðíàòèâíûå àëãåáðû óäîâëåòâîðÿþò
ñëåäóþùèì òîæäåñòâàì

(x, x, y) = 0, (x, y, y) = 0.

Ëèíåàðèçóÿ äàííûå òîæäåñòâà, ìû, ñîîòâåòñòâåííî, ïîëó÷àåì

(x, z, y) + (z, x, y) = 0, (x, y, z) + (x, z, y) = 0.

Èç ÷åãî ñëåäóåò, ÷òî â àëüòåðíàòèâíîé àëãåáðå àññîöèàòîð ÿâëÿåòñÿ êîñîñèììåò-
ðè÷åñêîé ôóíêöèåé ñâîèõ àðãóìåíòîâ. Â ÷àñòíîñòè, âî âñÿêîé àëüòåðíàòèâíîé àë-
ãåáðå ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî ýëàñòè÷íîñòè:

(x, y, x) = 0.

Â ñèëó òîæäåñòâ ýëàñòè÷íîñòè è ëåâîé àëüòåðíàðòèâíîñòè èìååì

(x2y)x = (x(xy))x = x(xyx) = x2(yx), òî åñòü (x2, y, x) = 0.
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Îòêóäà ëåãêî ïîëó÷àåì

xy3 = (xy2)y − (x, y2, y) = (xy2)y = ((xy)y)y.

Ââèäó ñëåäñòâèÿ 1.4.1 ìíîãîîáðàçèå àëüòåðíàòèâíûõ àëãåáð îäíîðîäíî, ïîýòîìó
ïî ïðåäëîæåíèþ 1.4.1 â àëãåáðå A âåðíî òîæäåñòâî

0 = {xy3 − ((xy)y)y}∆1
y(z) = x(yzy) + x(y2 ◦ z)− ((xy)z)y − (xy2)z − (xz)y2 =

x(yzy)− ((xy)z)y − (x, y2, z)− (x, z, y2) = x(yzy)− ((xy)z)y.

Ïîëó÷åííîå òîæäåñòâî

x(yzy)− ((xy)z)y = 0

íàçûâàåòñÿ ïðàâûì òîæäåñòâîì Ìóôàíã.
Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ ëåâîå òîæäåñòâî Ìóôàíã

(yzy)x = y(z(yx)).

Òåïåðü ëåãêî çàìåòèì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ öåïî÷êà ñîîòíîøåíèé

(xy)(zx)− x(yz)x = −(xy, z, x) + (x, y, z)x = (z, xy, x) + (z, x, y)x =

(z(xy))x− z(xyx) + ((zx)y)x− (z(xy))x = 0.

Ïîëó÷åííîå òîæäåñòâî
(xy)(zx) = x(yz)x

íàçûâàåòñÿ öåíòðàëüíûì òîæäåñòâîì Ìóôàíã. Ëèíåàðèçîâàâ åãî, ìû ïîëó÷èì

(ca)(bd) + (da)(bc) = (c(ab))d+ (d(ab))c.

Òåïåðü èìååì

d(a, b, c) = d((ab)c)− d(a(bc)) = −(d, ab, c) + (d(ab))c− d(a(bc)) =

−(d, ab, c) + (d(ab))c+ (d, a, bc)− (da)(bc) =

−(ab, c, d)− (bc, a, d)− (c(ab))d+ (ca)(bd) =

−(ab, c, d)− (bc, a, d) + (c, a, b)d− ((ca)b)d+ (ca)(bd) =

−(ab, c, d)− (bc, a, d) + (c, a, b)d− (ca, b, d),

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Óïðàæíåíèå. Ïîêàçàòü, ÷òî ïðîèçâîëüíàÿ àëüòåðíàòèâíàÿ àëãåáðà ÿâëÿåòñÿ
íåêîììóòàòèâíîé éîðäàíîâîé àëãåáðîé.

Ðàññìîòðèì àëãåáðó H(C3). Òîãäà ïðèçâîëüíûé ýëåìåíò èç H(C3) èìååò ñëå-
äóþùèé âèä α a b

a β c

b c γ

 , ãäå α, β, γ ∈ F, a, b, c ∈ C.



Ãëàâà 2. Êîìïîçèöèîííûå àëãåáðû è ïðèìåðû éîðäàíîâûõ àëãåáð 26

Ëåììà 2.4.2. Ïóñòü A = (aij) ∈ H(C3). Òîãäà

[A2, A] = 2a, ãäå a = (a12, a23, a31).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ a, b, c ∈ C â àëãåáðå
C3 âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

(aeij, bekl, cepq) = (a, b, c)eijeklepq. (2.12)

Ñîãëàñíî ýòîìó è ïðàâèëó ïåðåìíîæåíèÿ ìàòðè÷íûõ åäèíèö, ìû èìååì

[A2, A] = (A,A,A) =
∑

(aij, ajk, akl)eil,

åñëè i = j, j = k èëè k = l, òî (aij, ajk, akl) = 0, â ñèëó òîãî, ÷òî îäèí èç ýëåìåíòîâ
àññîöèàòîðà ëåæèò â F. Åñëè i = k, òî

ajk = aij è (aij, aij, akl) = −(aij, aij, akl) = 0.

Àíàëîãè÷íî, åñëè j = l, òî (aij, ajk, akl) = 0. Ïðîàíàëèçèðîâàâ âñå âûøåèçëîæåí-
íîå, ìû ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî àññîöèàòîð (aij, ajk, akl) ìîæåò áûòü íåíóëåâûì
òîëüêî â ñëó÷àå i, j, k � âñå ðàçëè÷íû è i = l. Ñëåäîâàòåëüíî,

[A2, A] =
∑
i,j,k, 6=

(aij, ajk, aki)eii.

Îòìåòèì, ÷òî
(aij, ajk, aki) = (ajk, aki, aij),

(aik, akj, aji) = (aki, ajk, aij) = −(aki, ajk, aij) = (aij, ajk, aki).

Ñëåäîâàòåëüíî,

(aij, ajk, aki) = (a12, a23, a31) = a è [A2, A] = 2a(
∑

eii) = 2a.

Ëåììà äîêàçàíà.

Óïðàæíåíèå. Ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ýëåìåíòîâ àëãåáðû Êýëè-Äèêñîíà C âåðíû
ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿìè

(a, b, c) = −(a, b, c) = −(a, b, c) = −(a, b, c) (2.13)

(a, b, c) = −(a, b, c). (2.14)

Òåîðåìà 2.4.1. [K. McCrimmon] H(C3) � éîðäàíîâà àëãåáðà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òîãî, ÷òî êîììóòàòèâíîñòü àëãåáðû H(C3) î÷åâèäíà,
òî ïðîâåðèì

(A2 �B)� A = A2 � (B � A), ãäå A,B ∈ H(C3).
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Ýòî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî (A,B,C)+ = 0 ïðè C = A2. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî
êîýôôèöèåíòû ïðè e11 è e12 ó ýëåìåíòà (A,B,C)+ = 0 ÿâëÿþòñÿ íóëÿìè; òå æå
äîêàçàòåëüñòâà ñ çàìåíîé èíäåêñîâ áóäóò ãîäèòüñÿ è äëÿ äðóãèõ êîýôôèöèåíòîâ.

Ñîãëàñíî (2.10), (2.11), (2.12) è ëåììå 2.4.2 êîýôôèöèåíò ïðè e11 ó ýëåìåíòà
(A,B,C)+ � åñòü ñóììà àññîöèàòîðîâ è ñîãëàñíî (2.14) ÿâëÿåòñÿ êîñîñèììåòðè÷-
íûì. C äðóãîé ñòîðîíû, êîýôôèöèåíò ïðè e11 äîëæåí áûòü ñèììåòðè÷åí, â ñèëó
òîãî, ÷òî (A,B,C)+ ∈ H(C3). Ñëåäîâàòåëüíî, îí ðàâåí íóëþ.

Ðàññìîòðèì êîýôôèöèåíò ïðè e12. Àññîöèàòîð (A,B,C)+ ëèíååí ïî B, òî äî-
ñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëåäóþùèå ñëó÷àè:

1) B = biieii;
2) B = b13e13 + b31e31;
3) B = b23e23 + b32e32;
4) B = b12e12 + b21e21.
Â ïåðâîì ñëó÷àå bii ∈ F è, ñëåäîâàòåëüíî, íóæíûé êîýôôèöèåíò ðàâåí íóëþ.
Âòîðîé ñëó÷àé äàåò, ÷òî êîýôôèöèåíò ïðè e12 ðàâåí∑

k,l

(a1k, bkl, cl2) = (a11, b13, c32) + (a13, b31, c12).

Àíàëîãè÷íî, êîýôôèöèåíòû ïðè e12 ýëåìåíòîâ

−(C,B,A), (B,A,C),−(C,A,B), (A,C,B),−(B,C,A)

ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû:

−(c13, b31, a12), (b13, a31, c12), 0, 0,−(b13, c31, a12).

Îòìåòèì, ÷òî êîýôôèöèåíò ïðè e12 ýëåìåíòà [B, [A,C]] = −2[b13e13 + b31e31, a]
ðàâåí íóëþ. Ñóììèðóÿ ïîëó÷åííîå, èìååì, ÷òî êîýôôèöèåíò ïðè e12 ýëåìåíòà
4(A,B,C)+ ðàâåí

(a13, b31, c12)− (c13, b13, a12) + (b13, a31, c12)− (b13, c31, a12) =

(a13, b31, c12) + (b31, a13, c12)− (c13, b31, a12)− (b31, c13, a12).

Ïîñëåäíåå, â ñèëó (2.13) è êîñîñèììåòðè÷íîñòè àññîöèàòîðà, ðàâíî íóëþ.
Èñïîëüçóÿ àíàëîãè÷íûå àðãóìåíòû, ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü òðåòèé ñëó÷àé.
Ïóñòü B = b12e12 + b21e21. Âîñïîëüçóåìñÿ (2.10) è ïîëó÷èì, ÷òî êîýôôèöèåíò

ïðè e12 ýëåìåíòà 4(A,B,C)+ ðàâåí

(a12, b21, c12)− (c12, b21, a12) + (b12, a21, c12) + (b12, a23, c32)−

(c12, a21, b12)− (c13, a31, b12) + (a12, c21, b12)+

(a13, c31, b12)− (b12, c21, a12)− (b12, c23, a32)− 2[b12, a].

Â ñèëó (2.13) è êîñîñèììåòðè÷íîñòè àññîöèàòîðà åãî ìîæíî çàïèñàòü òàê

−2(c32, a23, b12)− 2(c21, a12, b12)− 2(c13, a31, b12)− 2[b12, (a12, a23, a31)].
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Òåïåðü cij =
∑
aikakj, ïîýòîìó

(cij, aji, b12) = (aiiaij, aji, b12) + (aijajj, aji, b12) + (aikakj, aji, b12),

ãäå i, j, k � ðàçëè÷íûå. Òàê êàê aii ∈ F, òî ñîãëàñíî (2.13)

(aiiaij, aji, b12) = aii(aij, aji, b12) = aii(aij, aij, b12) = 0.

Àíàëîãè÷íî, (aijajj, aji, b12) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, êîýôôèöèåíò ïðè e12 ýëåìåíòà
4(A,B,C)+ ðàâåí

−2(a31a12, a23, b12)− 2(a23a31, a12, b12)− 2(a12a23, a31, b12)− 2[b12, (a12, a23, a31)].

Îäíàêî ýòî âûðàæåíèå ðàâíî íóëþ â ñèëó ëåììû 2.4.1. Òåîðåìà äîêàçàíà.



Ãëàâà 3

Ñïåöèàëüíûå è èñêëþ÷èòåëüíûå

éîðäàíîâû àëãåáðû

3.1 Ñïåöèàëüíûå è èñêëþ÷èòåëüíûå éîðäàíîâû
àëãåáðû

Åñëè J � ïîäìîäóëü àëãåáðû A, çàìêíóòûé îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè a � b, òî J
âìåñòå ñ ýòîé îïåðàöèåé ÿâëÿåòñÿ ïîäàëãåáðîé â A(+) è, ñëåäîâàòåëüíî, éîðäàíîâîé
àëãåáðîé. Òàêàÿ éîðäàíîâà àëãåáðà J íàçûâàåòñÿ ñïåöèàëüíîé. Ïîäàëãåáðà A0 â
A, ïîðîæäåííàÿ ìíîæåñòâîì J , íàçûâàåòñÿ îáåðòûâàþùåé äëÿ J . Íåñïåöèàëüíûå
éîðäàíîâû àëãåáðû íàçûâàþòñÿ èñêëþ÷èòåëüíûìè.

3.2 Òåîðåìà Àëáåðòà

Òåîðåìà 3.2.1. H(C3) � èñêëþ÷èòåëüíàÿ àëãåáðà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà A òàêàÿ,
÷òî H(C3) ÿâëÿåòñÿ ïîäàëãåáðîé àëãåáðû A(+). Óìíîæåíèå â àëãåáðå C áóäåì
îáîçíà÷àòü òî÷êîé ·, óìíîæåíèå â àëãåáðå H(C3) � êðóæêîì ñ òî÷êîé âíóòðè �;
óìíîæàÿ ýëåìåíòû â àëãåáðå A ìû ìåæäó íèìè íè÷åãî íå áóäåì ñòàâèòü.

Ïóñòü X, Y ∈ H(C3). Òîãäà X �Y = 1
2
(XY +Y X). Ýòî ñîîòíîøåíèå ñâÿçûâàåò

óìíîæåíèå â A c óìíîæåíèåì â C. Èñïîëüçóÿ åãî, íàé Ââåäåì íîâûå îáîçíà÷åíèÿ
äëÿ ýëåìåíòîâ àëãåáðû H(C3):

xii = xeii, x ∈ F,

xij = xeij + xeji, x ∈ C, i 6= j,

εii = eii, εij = eij + eji, i 6= j.

29
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Îòûùåì â àëãåáðå A íóæíûå ñîîòíîøåíèÿ:

ε2ii = εii, ε
2
ij = εii + εjj, (3.1)

εiixij + xijεii = εjjxij + xijεjj = xij, (3.2)

εkkxij + xijεkk = 0, k 6= i, j, (3.3)

x12y23 + y23x12 = (x · y)13. (3.4)

Ïåðâûå òðè ñîîòíîøåíèÿ î÷åâèäíû. Ïîêàæåì ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå. Èìååì

x12y23+y23x12 = 2x12�y23 = 2

0 x 0
x 0 0
0 0 0

�
0 0 0

0 0 y
0 y 0

 =

 0 0 x · y
0 0 y

x · y 0 0

 = (x·y)13.

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèÿ

x12y13 + y13x12 = (x · y)23, (3.5)

x13y23 + y23x13 = (x · y)12. (3.6)

Â ñèëó (3.3) äëÿ k 6= i, j èìååì

0 = εkk(εkkxij + xijεkk) = εkkxij + εkkxijεkk,

îäíàêî â ñèëó (3.1) è (3.3) ïîëó÷àåì

2εkkxijεkk = (εkkxij + xijεkk)εkk + εkk(εkkxij + xijεkk)− (ε2kkxij + xijε
2
kk) = 0,

è ïîýòîìó

εkkxij = xijεkk = 0, k 6= i, j. (3.7)

Îòîáðàçèì òåïåðü C â A ñëåäóþùèì îáðàçîì:

σ : x→ ε11x12ε12.

ßñíî, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå � ãîìîìîðôèçì âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ. Ïîêàæåì, ÷òî
σ(x · y) = σ(x)σ(y). Â ñèëó (3.6) è (3.7) èìååì

σ(x · y) = ε11(x · y)12ε12 = ε11(x13y23 + y23x13)ε12 = ε11x13y23ε12.

Ïðåîáðàçóåì ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ñ ïîìîùüþ (3.3) è (3.7):

ε11x13y23ε12 = ε11(x12ε23 + ε23x12)y23ε12 = ε11x12ε23y23ε12,

à çàòåì ñ ïîìîùüþ (3.5):

ε11x12ε23y23ε12 = ε11x12ε23(y12ε13 + ε13y12)ε12 = ε11x12ε23ε13y12ε12,

òàê êàê â ñèëó (3.2) è (3.7)

y12ε13ε12 = y12(ε33ε13 + ε13ε33)ε12 = 0.
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Îòìåòèì, ÷òî

ε23ε13y12 = ε23(ε13ε11 + ε11ε13)y12 = ε23ε13ε11y12 = (ε12 − ε13ε23)ε11y12 = ε12ε11y12.

Èòàê,
σ(x · y) = ε11x12ε12ε11y12ε12 = σ(x)σ(y),

÷òî äîêàçûâàåò ãîìîìîðôíîñòü ââåäåííîãî îòîáðàæåíèÿ. Îäíàêî, ïî ëåììå 2.3.1,
àëãåáðà Êýëè�Äèêñîíà ïðîñòà, ïîýòîìó íàø ãîìîðôèçì åñòü ëèáî èçîìîðôèçì,
ëèáî îòîáðàæàåò àëãåáðó C â íóëü. Ïîñëåäíåå íåâåðíî: â ñèëó (3.1) è (3.7) âåðíî

σ(1) = ε11ε12ε12 = ε11(ε11 + ε22) = ε11 6= 0.

Ìû ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå, òàê êàê àëãåáðà C íåàññîöèàòèâíà è åå íåëüçÿ èçî-
ìîðôíî îòîáðàçèòü â àññîöèàòèâíóþ àëãåáðó. Òåîðåìà äîêàçàíà.

3.3 Ñâîáîäíûå ñïåöèàëüíûå àëãåáðû

Ðàññìîòðèì ñâîáîäíóþ àññîöèàòèâíóþ àëãåáðó Ass[X] îò ìíîæåñòâà ñâîáîäíûõ
ïîðîæäàþùèõ X = {xα}. Ïîäàëãåáðó àëãåáðû Ass[X](+), ïîðîæäåííóþ ìíîæå-
ñòâîì X, íàçîâåì ñâîáîäíîé ñïåöèàëüíîé éîðäàíîâîé àëãåáðîé îò ìíîæåñòâà ñâî-
áîäíûõ ïîðîæäàþùèõ X è îáîçíà÷èì SJ [X].

Ïðåäëîæåíèå 3.3.1. Ïóñòü J � ñïåöèàëüíàÿ éîðäàíîâà àëãåáðà. Òîãäà âñÿêîå
îòîáðàæåíèå X â J åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðîäîëæàåòñÿ äî ãîìîìîðôèçìà SJ [X]
â J .

Äîêàçàòåëüñòâà. Ïóñòü σ : X → J � íåêîòîðîå îòîáðàæåíèå è A � àññî-
öèàòèâíàÿ îáåðòûâàþùàÿ àëãåáðà äëÿ J . Òîãäà îòîáðàæåíèå σ ïðîäîëæàåòñÿ äî
ãîìîìîðôèçìà σ : Ass[X] → A. ßñíî òåïåðü, ÷òî îãðàíè÷åíèå σ íà SJ [X] åñòü
ãîìîìîðôèçì SJ [X] â J , ïðîäîëæàþùèé σ. Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

Ýëåìåíò ñâîáîäíîé àññîöèàòèâíîé àëãåáðû Ass[X] íàçûâàåòñÿ éîðäàíîâûì
ìíîãî÷ëåíîì (j-ìíîãî÷ëåíîì), åñëè îí ïðèíàäëåæèò SJ [X], ò.å. âûðàæàåòñÿ ÷åðåç
ýëåìåíòû ìíîæåñòâà X ïðè ïîìîùè îïåðàöèé + è �.

Óïðàæíåíèå.Ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a, b, c àññîöèàòèâíîé àëãåáðû
âåðíî

1

2
(abc+ cba) = (a� b)� c+ (b� c)� a− (c� a)� b. (3.8)

Íàïðèìåð, ìíîãî÷ëåíû x1x2x1 è x1x2x3 + x3x2x1 ÿâëÿþòñÿ j-ìíîãî÷ëåíàìè â
ñèëó óïðàæíåíèÿ âûøå.

Ñâÿæåì ñî ñâîáîäíîé àññîöèàòèâíîé àëãåáðîé Ass[X] åùå îäíó éîðäàíîâó àë-
ãåáðó. Äëÿ ýòîãî îïðåäåëèì íà Ass[X] èíâîëþöèþ ∗, êîòîðàÿ íà îäíî÷ëåíàõ çàäà-
åòñÿ ïðàâèëîì

(xi1xi2 . . . xik)∗ = xik . . . xi2xi1
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è íà ìíîãî÷ëåíû ðàñïðîñòðàíèì ïî ëèíåéíîñòè: åñëè f =
∑
αsus, ãäå αs ∈ Φ,

us � îäíî÷ëåíû, òî f ∗ =
∑
αsu

∗
s. ×åðåç H[X] îáîçíà÷èì éîðäàíîâó àëãåáðó

H(Ass[X], ∗) ñèììåòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ àëãåáðû Ass[X] îòíîñèòåëüíî ∗.

Òåîðåìà 3.3.1. [Cohn] Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà X ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå
H[X] ⊇ SJ [X], ïðè÷åì ïðè |X| > 3 � ñòðîãîå âêëþ÷åíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîðîæäàþùèå xα ∈ X ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ∗ è ëå-
æàò â H[X]. Êðîìå òîãî, åñëè a, b ∈ H[X], òî a� b ∈ H[X], òàê êàê

(a� b)∗ =
1

2
[(ab)∗ + (ba)∗] =

1

2
(b∗a∗ + a∗b∗) =

1

2
(ab+ ba) = a� b.

Ïîýòîìó H[X] ⊇ SJ [X].
Ïóñòü |X| = 3, ò.å. X = {x1, x2, x3}. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî H[X] =

SJ [X], äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ýëåìåíòû èç H[X] âèäà u+u∗, ãäå u � îäíî÷ëåí,
ÿâëÿþòñÿ j-ìíîãî÷ëåíàìè. Â ñàìîì äåëå, åñëè f =

∑
ui ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëü-

íî ∗, òî

f =
1

2
(f + f ∗) =

1

2

∑
(ui + u∗i ).

Ïóñòü u = xl1i1x
l2
i2
. . . xlhih , ïðè÷åì ir 6= ir+1 äëÿ r = 1, 2, . . . , h−1. ×èñëî h íàçîâåì

âûñîòîé îäíî÷ëåíà u.
Äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî u + u∗ ∈ SJ [X], ìû ïðîâåäåì äâîéíîé èíäóêöèåé.

Ïåðâàÿ èíäóêöèÿ � ïî äëèíå îäíî÷ëåíà u, îñíîâàíèå î÷åâèäíî. Ïóñòü äëÿ îä-
íî÷ëåíîâ äëèíû < k óòâåðæäåíèå äîêàçàíî. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî îäíî÷ëåíîâ
äëèíû k. Ñðåäè íèõ âñåãî òðè îäíî÷ëåíà âûñîòû 1 � ýòî xk1, x

k
2, x

k
3. Äëÿ íèõ íàøå

óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî, è ìû èìååì îñíîâàíèå äëÿ âòîðîé èíäóêöèè. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî äëÿ âñåõ îäíî÷ëåíîâ äëèíû k è âûñîòû < h óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî.
Äîïóñòèì, ÷òî îäíî÷ëåí u èìååò äëèíó k è âûñîòó h. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé,
êîãäà îäíî÷ëåí u íà÷èíàåòñÿ è êîí÷àåòñÿ íà îäèí è òîò æå ïîðîæäàþùèé ýëåìåíò,
à èìåííî u = apvaq, ãäå a ∈ {x1, x2, x3}, v � îäíî÷ëåí. Â ýòîì ñëó÷àå

u+ u∗ = apvaq + aqv∗ap = ap(vaq + aqv∗) + (aqv∗ + vaq)ap − (ap+qv∗ + vap+q).

Çàìåòèì, ÷òî ñóììà ïåðâûõ äâóõ ñëàãàåìûõ ÿâëÿåòñÿ j-ìíîãî÷ëåíîì â ñèëó ïåðâî-
ãî èíäóêòèâíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ, à ïîñëåäíåå � â ñèëó âòîðîãî, òàê êàê îäíî÷ëåí
ap+qv∗ èìååò âûñîòó h− 1.

Âòîðîé ñëó÷àé, êîòîðûé íàäî ðàññìîòðåòü, � ñëåäóþùèé: u = apbraqv, ãäå
a, b ∈ {x1, x2, x3}, a 6= b è v � îäíî÷ëåí. Èìååì

u+u∗ = apbraqv+v∗aqbrap = apbr(aqv+v∗aq)+(v∗aq+aqv)brap− (apbrv∗aq+aqvbrap),

è ñóììà ïåðâûõ äâóõ ñëàãàåìûõ åñòü éîðäàíîâ ìíîãî÷ëåí ââèäó óïðàæíåíèÿ, à â
ïîñëåäíåé ñêîáêå èìååì ïåðâûé ñëó÷àé.

Òðåòèé ñëó÷àé: u = apvaqbr, ãäå a, b ∈ {x1, x2, x3}, a 6= b è v � îäíî÷ëåí. Â ýòîì
ñëó÷àå

u+ u∗ = apvaqbr + braqv∗ap =

ap(vaq + aqv∗)br + br(aqv∗ + vaq)ap − (ap+qv∗br + brvap+q).
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Ââèäó óïðàæíåíèÿ è ïåðâîãî èíäóêòèâíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ ñóììà ïåðâûõ äâóõ
÷ëåíîâ åñòü j-ìíîãî÷ëåí, à âû÷èòàåìàÿ ñêîáêà íàõîäèòñÿ â óñëîâèÿõ âòîðîãî èí-
äóêòèâíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ.

×åòâåðòûé ñëó÷àé. Îñòàëîñü ðàññìîðåòü äëÿ îäíî÷ëåíà u ëèøü äâå âîçìîæíî-
ñòè: u = apbrcs è u = apcqbtvalcrbs, äëÿ v � îäíî÷ëåí, âîçìîæíî, îòñóòñòâóþùèé,
a, b, c ∈ {x1, x2, x3} è ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Åñëè u = apbrcs, òî â ñèëó óïðàæíåíèÿ

u+ u∗ = apbrcs + csbrap ∈ SJ [X].

Ïóñòü òåïåðü u = apcqbtvalcrbs. Òîãäà

u+ u∗ = apcqbtvalcrbs + bscralv∗btcqap =

ap(cqbtvalcr+cralv∗btcq)bs+bs(cralv∗btcq+cqbtvalcr)ap−(apcralv∗btcqbs+bscqbtvalcrap).

Ñóììà ïåðâûõ äâóõ ÷ëåíîâ ÿâëÿåòñÿ j-ìíîãî÷ëåíîì ââèäó óïðàæíåíèÿ è ïåðâîãî
èíäóêòèâíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ, à òðåòèé ÷ëåí � òàêæå j-ìíîãî÷ëåí ñîëãëàñíî óæå
ðàçîáðàííîìó âòîðîìó ñëó÷àþ.

Èòàê, ðàâåíñòâî H[X] = SJ [X] â ñëó÷àå, êîãäà |X| = 3, äîêàçàíî. Îòñþäà,
êîíå÷íî, ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü ýòîãî ðàâåíñòâà è ïðè |X| = 2. Äîêàçàòåëüñòâî,
ïðèâåäåííîå íàìè ïðèíàäëåæèò À. È. Øèðøîâó. Îíî êîíñòðóêòèâíî è äàåò àë-
ãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé ïî çàïèñè ñèììåòðè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà îò òðåõ ïåðåìåííûõ
íàéòè åãî ïðåäñòàâëåíèå â âèäå j-ìíîãî÷ëåíà.

Äîêàæåì, ÷òî H[X] 6= SJ [X] ïðè |X| > 3. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî
ýëåìåíò

f(x1, x2, x3, x4) = x1x2x3x4 + x4x3x2x1

íå ÿâëÿåòñÿ éîðäàíîâûì ìíîãî÷ëåíîì îò x1, x2, x3, x4.
Ðàññìîòðèì àëãåáðó E îò ïîðîæäàþùèõ e1, e2, e3, e4 ñ îïðåäåëÿþùèìè ñîîò-

íîøåíèÿìè ei � ej = 0. Àëãåáðà E � ãîìîìîðôíûé îáðàç ñâîáîäíîé àññîöèàòèâ-
íîé àëãåáðû Ass[{e1, e2, e3, e4}] ïî èäåàëó ïîðîæäåííîìó ýëåìåíòàìè eiej + ejei,
i, j = 1, ..., 4. Òîãäà ýëåìåíòû

ei, eiej, eiejek, eiejekel, i < j < k < l, i, j, k, l = 1, 2, 3, 4

ÿâëÿþòñÿ áàçèñîì àëãåáðû E. Ïóñòü σ : Ass[X] → E � ãîìîìîðôèçì òàêîé, ÷òî
σ(xi) = ei, i = 1, 2, 3, 4, è σ(xi) = 0, i > 4. Âñå éîðäàíîâû ìíîãî÷ëåíû ïðè ýòîì
ãîìîìîðôèçìå ïåðåõîäÿò â íóëü, îäíàêî

σ(f(x1, x2, x3, x4)) = 2e1e2e3e4 6= 0.

Çíà÷èò, f(x1, x2, x3, x4) íå ÿâëÿåòñÿ éîðäàíîâûì ìíîãî÷ëåíîì, è òåîðåìà ïîëíî-
ñòüþ äîêàçàíà.

Òåîðåìà 3.3.2. Åñëè |X| > 1, òî ñâîáîäíàÿ éîðäàíîâà àëãåáðà SJ [X] íå èçî-
ìîðôíà àëãåáðå A(+) íè äëÿ êàêîé àññîöèàòèâíîé àëãåáðû A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî SJ [X] èçîìîðôíà àëãåáðå A(+), ãäå A � àñ-
ñîöèàòèâíàÿ àëãåáðà. Ìû ìîæåì òîãäà ñ÷èòàòü, ÷òî íà ìíîæåñòâå SJ [X] çàäàíà
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äèñòðèáóòèâíàÿ ñî ñëîæåíèåì àññîöèàòèâíàÿ îïåðàöèÿ (îáîçíà÷àåìàÿ òî÷êîé) òà-
êàÿ, ÷òî äëÿ ëþáûõ a, b ∈ SJ [X] âûïîëíÿåòñÿ

a� b =
1

2
(a · b+ b · a) (3.9)

è ÷òî A = 〈SJ [X],+, ·〉. Â ñèëó (3.9) ìíîæåñòâî X åñòü ìíîæåñòâî ïîðîæäàþùèõ
è äëÿ A. Ïóñòü σ : Ass[X] → A � ãîìîðôèçì òàêîé, ÷òî σ(xα) = xα äëÿ âñåõ
xα ∈ X. Ðàññìîòðèì ÿäðî I ýòîãî ãîìîìîðôèçìà. Â ñèëó (3.9) îãðàíè÷åíèå σ íà
SJ [X] ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì îòîáðàæåíèåì. Ïîýòîìó

I ∩ SJ [X] = (0).

Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáîãî f(x) ∈ Ass[X] íàéäåòñÿ j(x) ∈ SJ [X] òàêîé, ÷òî f(x) −
j(x) ∈ I. Â ÷àñòíîñòè, ýòî âåðíî äëÿ ìíîãî÷ëåíà f(x) = x1x2. Íî òîãäà â ñèëó (3.8)
âåðíî

[x1x2 − j(x)][x2x1 − j(x)] = x1x
2
2x1 − (x1x2j(x) + j(x)x2x1) + j(x)2 ∈ I ∩ SJ [X].

Çíà÷èò, â ñèëó (3.9) âûïîëíåíî

[x1x2 − j(x)][x2x1 − j(x)] = 0,

è ïîëó÷àåì, ÷òî ëèáî j(x) = x2x1 ëèáî j(x) = x1x2. Íî íè òîãî, íè äðóãîãî áûòü
íå ìîæåò. Òåîðåìà äîêàçàíà.

3.4 Ãîìîìîðôíûå îáðàçû ñâîáîäíûõ ñïåöèàëüíûõ
éîðäàíîâûõ àëãåáð.

Óïðàæíåíèå. Ïóñòü B � ïîäàëãåáðà àëãåáðû A, I � äâóõñòîðîííèé èäåàë àëãåáðû
A. Òîãäà B + I � ïîäàëãåáðà àëãåáðû A, B ∩ I � äâóñòîðîííèé èäåàë àëãåáðû B,
ïðè÷åì èìååòñÿ èçîìîðôèçì ôàêòîð-àëãåáð

B/(B ∩ I)→ (B + I)/I; b+B ∩ I → b+ I(b ∈ B).

Óïðàæíåíèå. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî èäåàëà B àññîöèàòèâíîé àëãåáðû A
âåðåí ñëåäóþùèé èçîìîðôèçì

(A/B)(+) u A(+)/B(+).

Ëåììà 3.4.1. Ïóñòü I � èäåàë ñïåöèàëüíîé éîðäàíîâîé àëãåáðû J c àññîöèà-
òèâíîé îáåðòûâàþùåé àëãåáðîé A è Î � èäåàë àëãåáðû A, ïîðîæäåííûé ìíîæå-
ñòâîì I, ïðè÷åì Î ∩ J = I. Òîãäà ôàêòîð-àëãåáðà J/I � ñïåöèàëüíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóÿ óïðàæíåíèÿì, ïðåäøåñòâóþùèì ëåììå, ìû ïîëó-
÷àåì

J/(J ∩ Î(+)) u (J + Î(+))/Î(+) è (A/Î)(+) u A(+)/Î(+)
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Èç ïîëó÷åííîãî ëåãêî âûòåêàåò

J/I = J/(J ∩ Î(+)) u (J + Î(+))/Î(+) ⊆ A(+)/Î(+) u (A/Î)(+).

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 3.4.2. [Cohn] Ïóñòü I � èäåàë ñâîáîäíîé éîðäàíîâîé àëãåáðû SJ [X] è
Î � èäåàë â Ass[X], ïîðîæäåííûé ìíîæåñòâîì I. Ôàêòîð-àëãåáðà SJ [X]/I ñïåöè-
àëüíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Î ∩ SJ [X] = I.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè óñëîâèå Î ∩ SJ [X] = I âûïîëíèìî, òî ôàêòîð-àëãåáðà
SJ [X]/I ñïåöèàëüíà â ñèëó ëåììû 3.4.1.

Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî ôàêòîð-àëãåáðà SJ [X]/I ñïåöèàëüíà è A � åå àññîöè-
àòèâíàÿ îáåðòûâàþùàÿ àëãåáðà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç τ êàíîíè÷åñêèé ãîìîìîðôèçì
àëãåáðû SJ [X] íà SJ [X]/I. Àëãåáðà A ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè aα = τ(xα), ãäå
xα ∈ X. Ïóñòü σ � ãîìîìîðôèçì àëãåáðû Ass[X] íà A òàêîé, ÷òî σ(xα) = aα. Òî-
ãäà îãðàíè÷åíèå σ íà SJ [X] åñòü ãîìîìîðôèçì SJ [X] â SJ [X]/I, ñîâïàäàþùèé ñ τ
íà ïîðîæäàþùèõ è, ñëåäîâàòåëüíî, ðàâíûé τ. Íî òîãäà Ker(σ)∩SJ [X] = Ker(τ).
Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî Î ⊆ Ker(σ) è Ker(τ) = I. Cëåäîâàòåëüíî,

Î ∩ SJ [X] ⊆ Ker(σ) ∩ SJ [X] = Ker(τ) = I

è, ââèäó î÷åâèäíîñòè îáðàòíîãî âêëþ÷åíèÿ, èìååì Î ∩ SJ [X] = I. Òåîðåìà äîêà-
çàíà.

Òåîðåìà 3.4.1. [Cohn] Ïóñòü SJ [x, y, z] � ñâîáîäíàÿ ñïåöèàëüíàÿ éîðäàíîâà
àëãåáðà îò ïîðîæäàþùèõ x, y, z è I � åå èäåàë, ïîðîæäåííûé ýëåìåíòîì k = x2−y2.
Òîãäà ôàêòîð-àëãåáðà SJ [x, y, z]/I èñêëþ÷èòåëüíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýëåìåíò v = kxyz + zyxk ëåæèò â Î ∩ SJ [x, y, z], ãäå Î �
èäåàë àëãåáðû Ass[x, y, z], ïîðîæäåííûé ìíîæåñòâîì I. Ïîêàæåì, ÷òî v /∈ I, è
âñå áóäåò äîêàçàíî â ñèëó ëåììû 3.4.2. Äîïóñòèì, ÷òî v ∈ I. Òîãäà ñóùåñòâóåò
éîðäàíîâ ìíîãî÷ëåí j(x, y, z, t), êàæäûé îäíî÷ëåí êîòîðîãî ñîäåðæèò t òàêîé, ÷òî
v = j(x, y, z, k).ßñíî, ÷òî ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå îäíî÷ëåíû â j(x, y, z, t) èìåþò
ñòåïåíü 4 è ëèíåéíû ïî z. Ñðàâíèâàÿ ñòåïåíè ýëåìåíòîâ v è j(x, y, z, x2 − y2) ïî
îòäåëüíûì ïåðåìåííûì, çàêëþ÷àåì, ÷òî j(x, y, z, t) ëèíååí ïî t è, ñëåäîâàòåëüíî,
ïî îñòàëüíûì ïåðåìåííûì òîæå. Ìíîãî÷ëåí j(x, y, z, t) ñèììåòðè÷åí è ëåæèò â
H[x, y, z, t]. Ïîýòîìó îí ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé 24 ÷åòâåðîê âèäà

{xyzt} = xyzt+ tzyx

ïî âñåì ïåðåñòàíîâêàì ýëåìåíòîâ x, y, z, t. Îäíàêî âèä ýëåìåíòà v ãîâîðèò î òîì,
÷òî â ýòîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè íåíóëåâûå êîýôôèöèåíòû ìîãóò áûòü ëèøü ó
òåõ ÷åòâåðîê, íà êîíöå (èëè â íà÷àëå) êîòîðûõ íàõîäÿòñÿ z:

j(x, y, z, t) =

α1{txyz}+ α2{xtyz}+ α3{tyxz}+ α4{ytxz}+ α5{xytz}+ α6{yxtz}.
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Çàìåíÿÿ â â ýòîì ðàâåíñòâå t íà x2 − y2, ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

{x3yz} − {y2xyz} =

α1{x3yz} − α1{y2xyz}+ α2{x3yz} − α2{xy3z}+ α3{x2yxz} − α3{y3xz}+

α4{yx3z} − α4{y3xz}+ α5{xyx2z} − α5{xy3z}+ α6{yx3z} − α{yxy2z}.

Ñðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè {y2xyz}, çàêëþ÷àåì, ÷òî α1 = 1. Çàòåì ñðàâíèì êî-
ýôôèöèåíòû ïðè {x3yz} è ïîëó÷èì α2 = 0. Ñðàâíåíèå êîýôôèöèåíòîâ ïðè {x2yxz}
äàåò íàì α3 = 0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî α4 = 0, êàê êîýôôèöèåíò ïðè {y3xz}. Äàëåå,
ñðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè {xyx2z} è {yxy2z}, ïîëó÷àåì, ÷òî α5 = α6 = 0. Íî
ýòî çíà÷èò, ÷òî

j(x, y, z, t) = {xyzt}.

Îäíàêî, êàê ìû âèäåëè â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3.3.1, ìíîãî÷ëåí {xyzt} íå ÿâ-
ëÿåòñÿ éîðäàíîâûì ìíîãî÷ëåíîì. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 3.4.2. Âñå ãîìîìîðôíûå îáðàçû ñâîáîäíîé ñïåöèàëüíîé éîðäàíîâîé
àëãåáðû SJ [x, y] îò äâóõ ïîðîæäàþùèõ ñïåöèàëüíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü I � ïðîèçâîëüíûé èäåàë àëãåáðû SJ [x, y] è Î � èäåàë
Ass[x, y], ïîðîæäåííûé ìíîæåñòâîì Î. Â ñèëó ëåììû 3.4.2 äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü,
÷òî Î ∩SJ [x, y] = I. Ïóñòü u ∈ Î. Òîãäà u =

∑
vikiwi, ãäå ki ∈ I, vi è wi � îäíî÷ëå-

íû. Äîïóñòèì, ÷òî u ∈ SJ [x, y]. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî u ∈ I äîñòàòî÷íî
ïîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòü âêëþ÷åíèÿ

vkw + w∗kv∗ ∈ I

äëÿ âñåõ k ∈ I è ëþáûõ îäíî÷ëåíîâ v, w. Íî ýòî âêëþ÷åíèå äåéñòâèòåëüíî ñïðà-
âåäëèâî, òàê êàê ïî òåîðåìå 3.3.1

vzw + w∗zv∗

� éîðäàíîâ ìíîãî÷ëåí îò x, y, z. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ëåììà 3.4.3. Â ñâîáîäíîé àññîöèàòèâíîé àëãåáðå Ass[x, y] ýëåìåíò ïðèíàäëå-
æèò ïîäàëãåáðå 〈Z〉, ïîðîæäåííîé ìíîæåñòâîì Z = {zi = xyix; i = 1, 2, . . .}, òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé îäíî÷ëåíîâ âèäà

xyj1x2yj2x2 . . . x2yjnx, jk ≥ 1. (3.10)

Ýòà ïîäàëãåáðà ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé àññîöèàòèâíîé àëãåáðîé ñ ìíîæåñòâîì Z ñâî-
áîäíûõ ïîðîæäàþùèõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå ëåììû î÷åâèäíî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ ðàññìîòðèì ãîìîìîðôèçì

φ : Ass[x1, . . . , xn, . . .]→ 〈Z〉,

ïåðåâîäÿùèé xi â zi. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî φ � èçîìîðôèçì, òàê êàê f(z1, z2, . . . , zn) =
0 âëå÷åò f = 0. Áóäåì îáîçíà÷àòü òåïåðü àëãåáðó 〈Z〉 ÷åðåç Ass[Z].
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Ëåììà 3.4.4. Ïóñòü I � èäåàë àëãåáðû Ass[Z] è Ĩ � èäåàë â Ass[x, y], ïîðîæ-
äåííûé ìíîæåñòâîì I. Òîãäà Ĩ ∩ Ass[Z] = I.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âñÿêèé ýëåìåíò u ∈ Ĩ ïðåäñòàâèì â âèäå

u =
∑
i

vikiwi, (3.11)

ãäå ki ∈ I, vi, wi � îäíî÷ëåíû. Åñëè u ∈ Ass[Z], òî u åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ
îäíî÷ëåíîâ âèäà (3.10). Àíàëîãè÷íî ïðåäñòàâëÿþòñÿ è ýëåìåíòû ki. Çàìåòèì, ÷òî
åñëè u è vkw � îäíî÷ëåíû óêàçàííîãî âèäà, òî è îäíî÷ëåíû v, w èìåþò òîò æå âèä.
Ïîýòîìó, åñëè u ∈ Ass[Z], òî â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (3.11) âñå ñëàãàåìûå vikiwi,
ó êîòîðûõ ëèáî vi, ëèáî wi íå ëåæèò â Ass[Z], äîëæíû âçàèìíî ñîêðàòèòüñÿ. Íî
â ýòîì ñëó÷àå u ∈ I. Ëåììà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 3.4.3. [Øèðøîâ] Âñÿêàÿ ñïåöèàëüíàÿ éîðäàíîâà àëãåáðà, èìåþùàÿ
íå áîëåå ñ÷åòíîãî ÷èñëà ïîðîæäàþùèõ, âëîæèìà â ñïåöèàëüíóþ éîðäàíîâó àëãåá-
ðó ñ äâóìÿ ïîðîæäàþùèìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü J � ñïåöèàëüíàÿ àëãåáðà, èìåþùàÿ íå áîëåå ñ÷åòíîãî
÷èñëà ïîðîæäàþùèõ. Òîãäà J � èçîìîðôíà íåêîòîðîé ôàêòîð-àëãåáðå SJ [Z]/I
àëãåáðû SJ [Z]. Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó ëåììû 3.4.2 äëÿ èäåàëà Î àëãåáðû Ass[Z],
ïîðîæäåííîãî ìíîæåñòâîì I, âåðíî ñîîòíîøåíèå

Î ∩ SJ [Z] = I.

Ðàññìîòðèì òåïåðü èäåàë ˜̂I àëãåáðû Ass[x, y], ïîðîæäåííûé ìíîæåñòâîì Î . Ââèäó
ëåììû 3.4.4 âåðíî ˜̂

I ∩ Ass[Z] = Î ,

îòêóäà

SJ [Z] ∩ ˜̂I = SJ [Z] ∩ (Ass[Z] ∩ ˜̂I) = SJ [Z] ∩ Î = I.

Îáðàç àëãåáðû SJ [Z] â ôàêòîð-àëãåáðå A = Ass[x, y]/
˜̂
I � ýòî ïîäàëãåáðà

SJ [Z]/(SJ [Z] ∩ ˜̂I) = SJ [Z]/I, èçîìîðôíàÿ J . Òàê êàê

xyix = 2(yi � x)� x− yi � x2,

ýòà ïîäàëãåáðà ëåæèò â ïîäàëãåáðå àëãåáðû A(+), ïîðîæäåííîé ýëåìåíòàìè x =
x+ I è y = y + I. Òåîðåìà äîêàçàíà.

3.5 Òåîðåìà Øèðøîâà

Â ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôàõ ìû óñòàíîâèëè, ÷òî àíàëîã òåîðåìû Ïóàíêàðå � Áèðê-
ãîôà � Âèòòà äëÿ éîðäàíîâûõ àëãåáð íåñïðàâåäëèâ è íå êàæäàÿ éîðäàíîâà àëãåá-
ðà èìååò àññîöèàòèâíóþ îáåðòûâàþùóþ àëãåáðó. Ìû âèäåëè, ÷òî èñêëþ÷èòåëü-
íûìè ìîãóò áûòü äàæå éîðäàíîâû àëãåáðû, ïîðîæäåííûå òðåìÿ ýëåìåíòàìè. Äëÿ
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2-ïîðîæäåííûõ éîðäàíîâûõ àëãåáð ñèòóàöèÿ â êîðíå îòëè÷íà: â 1956 ã. Øèðøîâ
ïîêàçàë, ÷òî âñÿêàÿ éîðäàíîâà àëãåáðà îò äâóõ ïîðîæäàþùèõ ÿâëÿåòñÿ ñïåöèàëü-
íîé.

Ïóñòü A � ïðîèçâîëüíàÿ àëãåáðà. Äëÿ âñÿêîãî ýëåìåíòà a ∈ A îïðåäåëèì äâà
îòîáðàæåíèÿ àëãåáðû A â ñåáÿ: Ra : x → xa, La : x → ax. Ýòè îòîáðàæåíèÿ
ÿâëÿþòñÿ ýíäîìîðôèçìàìè Φ-ìîäóëÿ A. Ïåðâûé ýíäîìîðôèçì íàçûâàåòñÿ îïå-
ðàòîðîì ïðàâîãî óìíîæåíèÿ íà ýëåìåíò a, âòîðîé îïåðàòîðîì ëåâîãî óìíîæåíèÿ
íà ýëåìåíò a. Ïîäàëãåáðà àëãåáðû ýíäîìîðôèçìîâ Φ-ìîäóëÿ A, ïîðîæäåííàÿ âñå-
âîçìîæíûìè îïåðàòîðàìè Ra, La, a ∈ A, íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé óìíîæåíèé àëãåáðû
A è îáîçíà÷àåòñÿ M(A). Ïîäàëãåáðà àëãåáðû M(A), ïîðîæäåííàÿ ìíîæåñòâîì
âñåõ ïðàâûõ (ëåâûõ) óìíîæåíèé, íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé ïðàâûõ (ëåâûõ) óìíîæå-
íèé è îáîçíà÷àåòñÿ R(A) (L(A)). Åñëè àëãåáðà A ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíîé èëè
àíòèêîììóòàòèâíîé, òî M(A) = R(A) = L(A). Ïóñòü A � ïîäàëãåáðà àëãåáðû
B. Ïîäàëãåáðó, ïîðîæäåííóþ â R(B) îïåðàòîðàìè Ra, a ∈ A, áóäåì îáîçíà÷àòü
RB(A). Àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì MB(A), LB(A).

Ðàññìîòðèì àëãåáðû óìíîæåíèé éîðäàíîâûõ àëãåáð. Òîæäåñòâà, êîòîðûìè
óäîâëåòâîðÿþò éîðäàíîâû àëãåáðû, âëåêóò ðÿä ñîîòíîøåíèé äëÿ îïåðàòîðîâ óìíî-
æåíèé. Òàê, îñíîâíîå éîðäàíîâî òîæäåñòâî â ñèëó êîììóòàòèâíîñòè ýêâèâàëåíòíî
òîæäåñòâó (yx)x2 = (yx2)x, êîòîðîå â ñâîþ î÷åðåäü ýêâèâàëåíòíî îïåðàòîðíîìó
ñîîòíîøåíèþ

[Rx, Rx2 ] = 0.

Ïðîâåäåì ïîëíóþ ëèíåàðèçàöèþ òîæäåñòâà (x2y)x = x2(yx). Ïåðåîáîçíà÷èâ íåèç-
âåñòíûå è âîñïîëüçîâàâøèñü êîììóòàòèâíîñòüþ, ïîëó÷èì òîæäåñòâîì

((xy)z)t+ ((xt)z)y + x((yt)z) = (xy)(zt) + (xz)(yt) + (xt)(yz). (3.12)

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî â ïðàâóþ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà âñå ïåðåìåííûå âõîäÿò
ñèììåòðè÷íî, ïîýòîìó ëåâàÿ ÷àñòü íå äîëæíà èçìåíèòüñÿ îò ïåðåìåííû x è z
ìåñòàìè. Ó÷èòûâàÿ ýòî îáñòîÿòåëüñòâî, ìû ïîëó÷àåì åùå òîæäåñòâà

((xy)z)t+ ((xt)z)y + x((yt)z) = (x(yz))t+ (x(yt))z + (x(zt))y, (3.13)

(x(yz))t+ (x(yt))z + (x(zt))y = (xy)(zt) + (xz)(yt) + (xt)(yz). (3.14)

Ïîëó÷åííûå òîæäåñòâà ýêâèâàëåíòû ñëåäóþùèì îïåðàòîðíûì ñîîòíîøåíèÿì:

RyRzRt +RtRzRy +R(yt)z = RyRzt +RzRyt +RtRyz, (3.15)

RyRzRt +RtRzRy +R(yt)z = RyzRt +RytRz +RztRy, (3.16)

[Ryz, Rt] + [Ryt, Rz] + [Rzt, Ry] = 0. (3.17)

Ïîëîæèì, ÷òî Dx,y � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå éîðäàíîâîé àëãåáðû A, çàäàííîå
óñëîâèåì Dx,y(z) = (x, z, y). Òîãäà, â ñèëó (3.13) ìû ìîæåì çàêëþ÷èòü, ÷òî âûïîë-
íÿåòñÿ

Dx,z(y)t+ yDx,z(t) = (x, y, z)t+ y(x, t, z) = (x, yt, z) = Dx,z(yt),
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òî åñòü îòîáðàæåíèå Dx,y ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì éîðäàíîâîé àëãåáðû.

Ëåììà 3.5.1. Åñëè ïîäàëãåáðà A éîðäàíîâîé àëãåáðû B ïîðîæäàåòñÿ ìíîæå-
ñòâîì A0, òî àëãåáðà RB(A) ïîðîæäàåòñÿ ìíîæåñòâîì îïåðàòîðîâ {Ra, Rab|a, b ∈
A0}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî àëãåáðà RB(A) ïîðîæäàåòñÿ îïåðàòîðàìè
âèäà Rv, ãäå v = v(x1, . . . , xn) � íåêîòîðûé íåàññîöèàòèâíûé îäíî÷ëåí è v =
v(a1, . . . , an), ai ∈ A0. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî îäíî÷ëåíà v îïåðàòîð
Rv ëåæèò â ïîäàëãåáðå A∗0, ïîðîæäåííîé ìíîæåñòâîì

{Ra, Rab|a, b ∈ A0}.

Ïðîâåäåì èíäóêöèþ ïî ñòåïåíè îäíî÷ëåíà v. Åñëè d(v) ≤ 2, òî î÷åâèäíî, Rv ∈ A∗0.
Åñëè æå d(v) ≥ 3, òî v = (v1v2)v3, ãäå vi � îäíî÷ëåíû ìåíüøåé äëèíû. Â ñèëó
(3.15),

Rv = −Rv1Rv3Rv2 −Rv2Rv3Rv1 +Rv1Rv2·v3 +Rv2Rv1·v3 +Rv3Rv1·v2 .

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè Rvi , Rvi·vj ∈ A∗0, ïîýòîìó è Rv ∈ A∗0. Ëåììà äîêàçàíà.
Ïîäàëãåáðà A éîðäàíîâîé àëãåáðû B íàçûâàåòñÿ ñèëüíî àññîöèàòèâíîé, åñëè

äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a, a′ ∈ A, b ∈ B èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (a, b, a′) = 0. Â ñèëó
ñîîòíîøåíèÿ (a, b, a′) = b[Ra, Ra′ ] óñëîâèå ñèëüíîé àññîöèàòèâíîñòè ïîäàëãåáðû A
â àëãåáðå B ýêâèâàëåíòíî êîììóòàòèâíîñòè àëãåáðû RB(A).

Òåîðåìà 3.5.1. Âñÿêàÿ îäíîïîðîæäåííàÿ ïîäàëãåáðà éîðäàíîâîé àëãåáðû ÿâ-
ëÿåòñÿ ñèëüíî àññîöèàòèâíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ïîäàëãåáðà A éîðäàíîâîé àëãåáðû B ïîðîæäåíà ýëå-
ìåíòîì a. Òîãäà àëãåáðà RB(A) ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè Ra, Ra2 , êîòîðûå êîììó-
òèðóþò â ñèëó îïåðàòîðíîãî àíàëîãà éîðäàíîâà òîæäåñòâà. Ñëåäîâàòåëüíî, àëãåá-
ðà RB(A) êîììóòàòèâíà. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ëåììà 3.5.2. Âñÿêàÿ éîðäàíîâà àëãåáðà ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé ñ àññîöèàòèâíûìè
ñòåïåíÿìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç òåîðåìû 3.5.1.

Èç òåîðåìû 3.5.1 ñëåäóåò òàêæå, ÷òî âî âñÿêîé éîðäàíîâîé àëãåáðå ñïðàâåäëèâî
òîæäåñòâî

(xny)xm = xn(yxm). (3.18)

Íàðÿäó ñ îáû÷íûì óìíîæåíèåì îïðåäåëèì âî âñÿêîé éîðäàíîâîé àëãåáðå òðîéíîå
éîðäàíîâî ïðîèçâåäåíèå:

{xyz} = (xy)z + (zy)x− (xz)y.

Åñëè éîðäàíîâà àëãåáðà A ñïåöèàëüíà è âëîæåíà â àëãåáðó P (+) äëÿ íåêîòîðîé
àññîöèàòèâíîé àëãåáðû P , òî, êàê íåòðóäíî ïðîâåðèòü, äëÿ ëþáûõ a, b, c ∈ A âû-
ïîëíÿåòñÿ

{abc} =
1

2
(abc+ cba),
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ãäå ÷åðåç xy ìû îáîçíà÷àåì àññîöèàòèâíîå óìíîæåíèå ýëåìåíòîâ x è y â àëãåáðå A.
Â ÷àñòíîñòè, òðîéíîå éîðäàíîâî ïðîèçâåäåíèå {aba} â P (+) ðàâíî àññîöèàòèâíîìó
ïðîèçâåäåíèþ aba.

Îïðåäåëèì òåïåðü äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a, b éîðäàíîâîé àëãåáðû A îòîáðàæå-
íèå Ua,b : x→ {axb} è ïîëîæèì Ua = Ua,a. ßñíî, ÷òî Ua,b è Ua ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè
àëãåáðû R(A) ïðàâûõ óìíîæåíèé:

Ua,b = RaRb +RbRa −Rab, Ua = 2R2
a −Ra2 . (3.19)

Èíîãäà ìû áóäåì ïèñàòü òàêæå U(a, b) è U(a).

Ëåììà 3.5.3. Ïóñòü A � ñèëüíî àññîöèàòèâíàÿ ïîäàëãåáðà éîðäàíîâîé àëãåá-
ðû B. Òîãäà äëÿ ëþáûõ a, a′ ∈ A è b ∈ B ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

UaUa′,b = 2RaUaa′,b − Ua2a′,b,

Ua′,bUa = 2Uaa′,bRa − Ua2a′,b.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî äëÿ ëþáûõ x, y ∈ B âûïîëíåííî

Ux2,y = 2Ux,yRx −RyUx = 2RxUx,y − UxRy. (3.20)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ íàäî ðàñïèñàòü îïåðàòîðû Ux, Ux,y, Ux2,y
ïî ôîðìóëàì (3.19, 3.19) è âîñïîëüçîâàâøèñü òîæäåñòâàìè (3.15-3.17).

Ëèíåàðèçóÿ ðàâåíñòâà (3.20) ïî x, ïîëó÷àåì

Uxz,y = Ux,yRz + Uz,yRx −RyUx,z = RzUx,y +RxUz,y − Ux,zRy. (3.21)

Çàìåíèì òåïåðü âî âòîðîì èç ðàâåíñòâ (3.21) x íà x2. Ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå

Ux2z,y = RzUx2,y +Rx2Uz,y − Ux2,zRy.

Â ñèëó (3.20) è ïî îïðåäåëåíèþ îïåðàòîðà Ux ýòî ñîîòíîøåíèå ìîæíî ïðåîá-
ðàçîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ux2z,y = 2RzRxUx,y −RzUxRy + (2R2
x − Ux)Uz,y − 2Ux,zRxRy +RzUxRy =

2[Rz, Rx]Ux,y + 2RxRzUx,y + 2R2
xUz,y − UxUz,y + 2[Rx, RUx,z]Ry − 2RxUx,zRy.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî (3.21)

Ux2z,y = 2[Rz, Rx]Ux,y + 2RxUxz,y + 2[Rx, Ux,z]Ry − UxUz,y.

Ïîëàãàÿ çäåñü x = a, z = a′, y = b, è ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî àëãåáðà RB(A) � êîììó-
òàòèâíà (ò.å. [R′a, Ra] = [Ra, Ua,a′ ] = 0), ìû ïîëó÷èì ïåðâîå èñêîìîå ñîîòíîøåíèå.
Àíàëîãè÷íî ìû ïîëó÷àåì è âòîðîå èñêîìîå ñîîòíîøåíèå. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 3.5.4. Âî âñÿêîé éîðäàíîâîé àëãåáðå ñïðàâåäëèâû òîæäåñòâàì

{xk{xnyxn}z} = 2{xn+k(yxn)z} − {x2n+kyz},
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{xty}z + {zty}x = {(xz)ty}+ {x(ty)z},

{xtz}y + {(xz)ty} = {x(tz)y}+ {z(tx)y},

{xnyxn}xk = {xnyxn+k}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïðàâåäëèâîñòü òîæäåñòâà ïåðâîãî òîæäåñòâà ñëåäóåò èç
ïåðâîãî òîæäåñòâà ëåììû 3.5.3 â ñèëó òåîðåìû 3.5.1. Îïåðàòîðíûå ñîîòíîøåíèÿ
(3.21) äàþò íàì âòîðîå è òðåòüå òîæäåñòâà. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîñëåäíåãî òîæäå-
ñòâà ïîëîæèì â ïåðâîì òîæäåñòâå z = 1, ïðåäâàðèòåëüíî ôîðìàëüíî ïðèñîåäèíèâ,
åñëè íåîáõîäèì, ê éîðäàíîâîé àëãåáðå åäèíèöó 1. Ïîëó÷èì â ñèëó (3.18)

{xnyxn}xk = 2xn+k(yxn)− x2n+ky = {xnyxn+k}.

Ëåììà äîêàçàíà.

Òåîðåìà Øèðøîâà. Âñÿêàÿ éîðäàíîâà àëãåáðà îò äâóõ ïîðîæäàþùèõ ñïå-
öèàëüíà.

Â ñèëó îáúåìíîñòè äîêàçàòåëüñòâà è îáèëèÿ òåõíè÷åñêèõ âûêëàäîê, äîêàçà-
òåëüñòâî äàííîé òåîðåìû ìû îïóñêàåì. Ïîëíûé òåêñò äîêàçàòåëüñòâà äîñòóïåí â
[2, ñòð. 84�100].

Ñëåäñòâèå (Øèðøîâà � Ìàêäîíàëüäà). Åñëè íåàññîöèàòèâíûé ìíîãî-
÷ëåí f(x1, x2, x3) ñïåïåíè ≤ 1 ïî x3 ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâîì âî âñåõ ñïåöèàëüíûõ
éîðäàíîâûõ àëãåáðàõ, òî f(x1, x2, x3) � òîæäåñòâî âî âñåõ éîðäàíîâûõ àëãåáðàõ.

Îòñþäà ïîëó÷àåì äâà ïîëåçíûõ òîæäåñòâà

{xyx}2 = {x{yx2y}x}, â îïåðàòîðíîé ôîðìå (yUx)
2 = x2UyUx (3.22)

{{xyx}z{xyx}} = {x{y{xzx}y}x}, â îïåðàòîðíîé ôîðìå zU(xUy) = zUxUyUx.(3.23)

Ïîñëåäíåå òîæäåñòâî íîñèò íàçâàíèå òîæäåñòâà Ìàêäîíàëüäà.
Îïðåäåëåíèå. Íåàññîöèàòèâíûé ìíîãî÷ëåí f(x1, x2, ..., xn) îò n ïåðåìåííûõ íû-

çûâàåòñÿ s−òîæäåñòâîì, åñëè f(x1, x2, ..., xn) ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâîì âî âñåõ ñïå-
öèàëüíûõ éîðäàíîâûõ àëãåáðàõ, íî íå ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâîì âî âñåõ éîðäàíîâûõ
àëãåáðàõ.

Óïðàæíåíèå Äîêàçàòü, ÷òî ñëåäóþùèå ýëåìåíòû éîðäàíîâîé àëãåáðû J [x, y, z]
ÿâëÿþòñÿ s−òîæäåñòâàìè:

2{{y{xzx}y}z(xy)}−{{y{x{z(xy)z}x}y}−2{(xy)z{x{yzy}x}}+{{x{y{z(xy)z}y}x},

2{xzx}{{y{zy2z}x}−2{yzy}{x{zx2z}y}−{x{z{x{yzy}y}z}x}+{y{z{y{xzx}x}z}y}.



Ãëàâà 4

Íèëüïîòåíòíûå, ðàçðåøèìûå è

íèëü-àëãåáðû.

4.1 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è ïðåäâàðèòåëüíûå ðå-
çóëüòàòû

Íåàññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà A íàçûâàåòñÿ íèëüïîòåíòíîé, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå íà-
òóðàëüíîå ÷èñëî n, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ëþáûõ n ýëåìåíòîâ àëãåáðû A ñ ëþáîé ðàñ-
ñòàíîâêîé ñêîáîê ðàâíî íóëþ. Íàèìåíüøåå òàêîå ÷èñëî íàçûâàåòñÿ èíäåêñîì íèëü-
ïîòåíòíîñòè àëãåáðû A. Àëãåáðà A íàçûâàåòñÿ ïðàâîíèëüïîòåíòíîé, åñëè ñóùå-
ñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî n òàêîå, ÷òî a1Ra2Ra3 . . . Ran = 0, è ëåâîíèëüïîòåíòíîé,
åñëè a1La1La2 . . . Lan = 0 äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a1, . . . , an. Ìèíèìàëüíîå òàêîå ÷èñ-
ëî n íàçûâàåòñÿ èíäåêñîì ïðàâîíèëüïîòåíòíîñòè èëè ñîîòâåòñòâåííî ëåâîíèëüïî-
òåíòíîñòè àëãåáðû A.

Îïðåäåëèì èíäóêòèâíî â àëãåáðå A ðÿä ïîäìíîæåñòâ. Ïîëîæèì A1 = A〈1〉 = A,
An = An−1A+An−2A2 + . . .+AAn−1, A〈n〉 = A〈n−1〉A. Ïîäìíîæåñòâî An íàçûâàåòñÿ
n-é ñòåïåíüþ àëãåáðû A. Öåïî÷êà ïîäìíîæåñòâ

. . . ⊆ An ⊆ . . . ⊆ A2 ⊆ A1

åñòü öåïî÷êà èäåàëîâ àëãåáðû A. Ëåãêî âèäàòü òàêæå, ÷òî öåïî÷êà

. . . ⊆ A〈n〉 ⊆ . . . ⊆ A〈2〉 ⊆ A〈1〉

åñòü öåïî÷êà ïðàâûõ èäåàëîâ ýòîé àëãåáðû, à åñëè A êîììóòàòèâíà èëè àíòè-
êîììóòàòèâíà, òî ýòà öåïî÷êà ñîñòîèò èç èäåàëîâ. Àëãåáðà A íèëüïîòåíòíà, åñëè
An = 0 äëÿ íåêîòîðîãî n, è ïðàâîíèëüïîòåíòíà, åñëè A〈n〉 = 0.

Ãîâîðÿò, ÷òî àëãåáðà ëîêàëüíî îáëàäàåò íåêîòîðûì ñâîéñòâîì, åñëè ýòèì ñâîé-
ñòâîì îáëàäàþò âñå åå êîíå÷íîïîðîæäåííûå ïîäàëãåáðû. Òàêèì îáðàçîì, ââîäÿòñÿ
ïîíÿòèå ëîêàëüíîé íèëüïîòåíòíîñòè è äð.

Ëåììà 4.1.1. Ïóñòü A � êîììóòàòèâíàÿ (àíòèêîììóòàòèâíàÿ) àëãåáðà. Òîãäà
A2n ⊆ A〈n〉 äëÿ ëþáîãî n > 1. Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè àëãåáðà A ïðàâîíèëüïîòåíò-
íà èíäåêñà n, òî îíà íèëüïîòåíòíà èíäåêñà íå âûøå 2n.

42
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó êîììóòàòèâíîñòè (àíòèêîììóòàòèâíîñòè) àëãåáðû
A ìîæíî ïîëó÷èòü

A2n =
∑

i+j=2n,i>j

AiAj ⊆ A2n−1

A.

Òðèâèàëüíàÿ èíäóêöèÿ äàåò A2n ⊆ A〈n〉, ÷òî äîêàçûâàåò ëåììó.

Óïðàæíåíèå. Ïóñòü A � éîðäàíîâà àëãåáðà. Äîêàçàòü, ÷òî A2(n−1) ⊆ A〈n〉.

Îïðåäåëèì åùå îäíó öåïî÷êó âêëþ÷åíèé ïîäìíîæåñòâ â àëãåáðå A. Ïîëàãàÿ
A(1) = A2 è A(n) = (A(n−1))2. Íàçîâåì àëãåáðó A ðàçðåøèìîé, åñëè ñóùåñòâóåò
íåêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n, ÷òî A(n) = 0. Ìèíèìàëüíîå òàêîå n áóäåì íàçûâàòü
èíäåêñîì ðàçðåøèìîñòè àëãåáðû A. Îòìåòèì, ÷òî ÷ëåíû öåïî÷êè

. . . ⊆ A(n) ⊆ . . . ⊆ A(2) ⊆ A(1),

íà÷èíàÿ ñ A(2), íå ÿâëÿþòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, èäåàëàìè â A.
Ïóñòü J = J [X] � ñâîáîäíàÿ éîðäàíîâà àëãåáðû îò ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà

X = {x1, . . . , xn, . . .} ñâîáîäíûõ ïîðîæäàþùèõ. Ñòåïåíü îäíî÷ëåíà u ∈ J áóäåì
îáîçíà÷àòü ÷åðåç d(u). Âñÿêîå îòîáðàæåíèå âèäà w = Ra1Ra2 . . . Ran , ãäå âñå ai ÿâ-
ëÿþòñÿ îäíî÷ëåíàìè àëãåáðû J , áóäåì íàçûâàòü ñëîâîì â àëãåáðå ïðàâûõ óìíîæå-

íèé R(J). ×èñëî n íàçîâåì äëèíîé ñëîâà w, à ÷èñëî
n∑
i=1

d(ai) � åãî ñòåïåíüþ. Ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü (l1, . . . , ln, . . .), ãäå li � ñóììàðíàÿ ñòåïåíü îäíî÷ëåíîâ a1, . . . , an
ïî xi, íàçîâåì ñîñòàâîì ñëîâà w.

Äîïóñòèì, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ îäíî÷ëåíîâ àëãåáðû J íåêîòîðûì îáðàçîì óïî-
ðÿäî÷åíî. Â ýòîì ñëó÷àå ñëîâà âèäà

Rb1Rc1Rb2Rc2 . . . RbnR̂c1 ,

ãäå R̂c1 ìîæåò ïðèñóòñòâîâàòü èëè îòñóòñòâîâàòü è

b1 < b2 < . . . < bn, c1 < c2 < . . . < cn,

íàçîâåì íîðìàëüíûìè.

Óïðàæíåíèå. Ïîêàçàòü, ÷òî âñÿêîå ñëîâî w ∈ R(J) ïðåäñòàâèìî â âèäå ëèíåé-
íîé êîìáèíàöèè íîðìàëüíûõ ñëîâ òîãî æå ñîñòàâà, ÷òî è w.

Ïóñòü Jn = J [x1, . . . , xn] � ñâîáîäíàÿ éîðäàíîâà àëãåáðà îò ïîðîæäàþùèõ
x1, x2, . . . , xn. Îíà åñòåñòâåííûì îáðàçîì âêëàäûâàåòñÿ â ñâîáîäíóþ éîðäàíîâó
àëãåáðó J îò ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà ïîðîæäàþùèõ X = {x1, . . . , xn, . . .}. Ìû ìîæåì
ñ÷èòàòü, ÷òî Jn ÿâëÿåòñÿ ïîäàëãåáðîé J .

Ëåììà 4.1.2. Äëÿ âñÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k > 1 ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî
h(n, k), ÷òî ëþáîå ñëîâî w ∈ RJ(Jn) ñòåïåíè h(n, k) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ëè-
íåéíîé êîìáèíàöèè ñëîâ òîãî æå ñîñòàâà, êàæäîå èç êîòîðûõ ñîäåðæèò îïåðàòîð
ïðàâîãî óìíîæåíèÿ íà îäíî÷ëåí ñòåïåíè ≥ k.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ

h(n, k) = 1 + 2
k−1∑
j=1

jPn,j,

ãäå Pn,j � ÷èñëî ðàçëè÷íûõ îäíî÷ëåíîâ èç Jn ñòåïåíè j. Äîêàæåì, ÷òî ÷èñëî
h(n, k) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåììû. Ïóñòü w ∈ RJ(Jn) èìååò ñòåïåíü h(n, k).
Óïîðÿäî÷èì îäíî÷ëåíû èç J òàê, ÷òîáû îäíî÷ëåíû áîëüøåé ñòåïåíè áûëè áîëü-
øå, è ïðåäñòàâèì w â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè íîðìàëüíûõ ñëîâ: w =

∑
αlwl.

Ïîêàæåì, ÷òî âñÿêîå íîðìàëüíîå ñëîâî wl â ýòîì ðàçëîæåíèè ñîäåðæèò îïåðàòîð
óìíîæåíèÿ íà îäíî÷ëåí ñòåïåíè ≥ k. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ïóñòü

wl = Rb1Rc1Rb2Rc2 . . . RbmR̂cm

è ñòåïåíè âñåõ îäíî÷ëåíîâ bi è ci ñòðîãî ìåíüøt k. Ââèäó òîãî, ÷òî b1 < b2 < . . . <
bm, âñå îäíî÷ëåíû bi ðàçëè÷íû. Ïîýòîìó

m 6
k−1∑
j=1

Pn,j,

è ñóììàðíàÿ ñòåïåíü îäíî÷ëåíîâ bi íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà
k−1∑
j=1

jPn,j. Àíàëîãè÷íûå

ðàññóæäåíèÿ ñïðàâåäëèâû è äëÿ îäíî÷ëåíîâ ci. Ñëåäîâàòåëüíî, ñòåïåíü ñëîâà wl

íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà 2
k−1∑
j=1

jPn,j. Íî ýòî ÷èñëî ñòðîãî ìåíüøå h(n, k). Ïðîòèâîðå÷èå

äîêàçûâàåò ëåììó.

Òåîðåìà 4.1.1. Ïóñòü B � éîðäàíîâà àëãåáðà è A � åå ëîêàëüíî íèëüïîòåíò-
íàÿ ïîäàëãåáðà. Òîãäà àëãåáðà RB(A) ëîêàëüíî íèëüïîòåíòíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {w1, . . . , wk} � ïðîèçâîëüíîå êîíå÷íîå ïîäìíîæå-
ñòâî â RB(A). Â çàïèñü w1, w2, . . . , wk âõîäèò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî îïåðàòîðîâ
Ra1 , . . . , Ran , ai ∈ A. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ýòè îïåðàòîðû ïîðîæäàþò íèëüïî-
òåíòíóþ ïîäàëãåáðó. Ðàññìîòðèì ïîäàëãåáðó A0 ⊆ A, ïîðîæäåííóþ ýëåìåíòàìè
a1, a2, . . . , an.Îíà íèëüïîòåíòíà íåêîòîðîãî èíäåêñàN . Ïîêàæåì, ÷òî ëþáîå ïðîèç-
âåäåíèå h = h(n,N) îïåðàòîðîâ ìíîæåñòâà {Ra1 , Ra2 , . . . , Ran} ðàâíî íóëþ. Ïóñòü
Rai1

Rai2
. . . Raih

� òàêîå ïðîèçâåäåíèå. Ðàññìîòðèì ñëîâî w = Rxi1
Rxi2

. . . Rxih
èç

RJ(Jn). Â ñèëó ëåììû 4.1.2 ñëîâî w ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíà-
öèè ñëîâ, êàæäîå èç êîòîðûõ ñîäåðæèò îïåðàòîð ïðàâîãî óìíîæåíèÿ íà îäíî÷ëåí
ñòåïåíè ≥ N :

w =
∑

αjw
′
jRuj(x1,...,xn)w

′′
j , d(uj) ≥ N.

Â ÷àñòíîñòè, äåéñòâèå ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà íà ýëåìåíò xn+1 îäèíàêîâî:

xn+1w = xn+1

∑
αjw

′
jRuj(x1,...,xn)w

′′
j .
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Ýòî ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ â ñâîáîäíîé éîðäàíîâîé àëãåáðå J . Îíî ñîõðàíÿåòñÿ,
åñëè âìåñòî ïîðîæäàþùèõ x1, x2, . . . xn ïîäñòàâèòü ýëåìåíòû a1, a2, . . . , an, à âìåñòî
xn+1 � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò b ∈ B. Ââèäó

bRai1
Rai2

. . . Rain
= 0,

ò.å. Rai1
Rai2

. . . Rain
= 0 â àëãåáðå R(B). Òåîðåìà äîêàçàíà.

4.2 Òåîðåìà Æåâëàêîâà

Äëÿ íåêîòîðûõ öåëåé â éîðäàíîâîå àëãåáðå A âìåñòî öåïî÷êè ïîäìíîæåñòâ A(i)

óäîáíî ðàññìàòðèâàòü öåïî÷êó

. . . ⊆ A[n] ⊆ . . . ⊆ A[2] ⊆ A[1] ⊆ A,

ãäå A[1] = A3, A[n+1] = (A[n])3. Ýòà öåïî÷êà ÿâëÿåòñÿ â éîðäàíîâîé àëãåáðå A öå-
ïî÷êîé èäåàëîâ , òàê êàê ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå

Ëåììà 4.2.1. Ïóñòü B è C � èäåàëû éîðäàíîâîé àëãåáðû A. Òîãäà (BC)C +
BC2 � òàêæå èäåàë â A. Â ÷àñòíîñòè, åñëè I � èäåàë, òî I3 � òàêæå èäåàë.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü b ∈ B, c, d ∈ C, a ∈ A. Òîãäà ïî òîæäåñòâó (3.13)

((bc)d)a = −((ba)d)c− b((ac)d) + (bc)(ad) + (bd)(ac) + (ba)(cd) ∈ (BC)C +BC2,

è, äàëåå, â ñèëó (3.14)

(b(cd))a = −(b(ac))d− (b(ad))c+ (bc)(ad) + (bd)(ac) + (ba)(cd) ∈ (BC)C +BC2.

Ìû âèäèì, ÷òî (BC)C +BC2 � èäåàë â A, è ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 4.2.2. Â ïðîèçâîëüíîé àëãåáðå A ñïðàâåäëèâû âêëþ÷åíèÿ

A(2i) ⊆ A[i] ⊆ A(i),

òàê ÷òî êóáè÷åñêàÿ ðàçðåøèìîñòü ýêâèâàëåíòíà îáû÷íîé ðàçðåøèìîñòè. Â éîð-
äàíîâîé àëãåáðå A âñÿêèé íåíóëåâîé ðàçðåøèìûé èäåàë I ñîäåðæèò íåíóëåâîé
íèëüïîòåíòíûé èäåàë àëãåáðû A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå ëåììû äîêàçûâàåòñÿ î÷åâèäíîé èí-
äóêöèåé. Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî â éîðäàíîâîé àëãåáðå A èìååòñÿ ðàçðåøèìûé èäå-
àë I. Åñëè n � èíäåêñ åãî ðàçðåøèìîñòè, òî â ñèëó ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ ëåììû
I [n] = 0. Îäíàêî â öåïî÷êå

0 = I [n] ⊆ . . . ⊆ I [1] ⊆ I

Âñå ÷ëåíû ÿâëÿþòñÿ èäåàëàìè è äëÿ íåêîòîðîãî ÷ëåíà Q ýòîé öåïî÷êè Q3 = 0, íî
Q 6= 0. Ëåììà äîêàçàíà.
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Ëåììà 4.2.3. Äëÿ ëþáûõ äâóõ íàòóðàëüíûõ ÷èñëå m è n ñóùåñòâóåò ÷èñëî
f(n,m) òàêîå, ÷òî äëÿ âñÿêîé éîðäàíîâîé àëãåáðû A ñ n ïîðîæäàþùèìè

Af(n,m) ⊆ A[m].

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ëåììó â ñëó÷àå, êîãäà A = Jn � ñâî-
áîäíàÿ éîðäàíîâà àëãåáðà ñ n ïîðîæäàþùèìè; ýòî æå ÷èñëî f(n,m) áóäåò ãîäèòü-
ñÿ è â îáùåì ñëó÷àå. Ââèäó òîãî, ÷òî A3 = A[1], èìååì f(n, 1) = 3, ÷òî äàåò íàì
îñíîâàíèå äëÿ èíäóêöèè ïî m.

Äîïóñòèì, ÷òî ÷èñëî f(n,m − 1) íàéäåíî. Ïóñòü M =
f(n,m−1)∑

j=1

Pj åñòü ÷èñëî

ðàçëè÷íûõ îäíî÷ëåíîâ ñòåïåíè 6 f(n,m− 1) â Jn è h � ôóíêöèÿ èç ëåììû 4.1.2.
Äîêàæåì, ÷òî â êà÷åñòâå f(n,m) ìîæíî âçÿòü ÷èñëî 2N , ãäå

N = f(n,m− 1) + (M + 2)h(n, f(n,m− 1)).

Â ñèëó ëåììû 4.1.1 íàì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî A〈N〉 ⊆ A[m]. Ðàññìîòðèì
ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç A〈N〉, îí ÿâëÿåòñÿ ñóììîé îäíî÷ëåíîâ âèäà aw, ãäå a ∈ A
è w � ñëîâî èç R(A) äëèíû N − 1. Ðàçîáüåì ñëîâî w íà ïîäñëîâà:

w = w0w1 . . . wM+2

òàê, ÷òîáû äëèíà ñëîâà w0 áûëà ðàâíà f(n,m−1)−1, à äëèíû îñòàëüíûõ ðàâíÿëèñü
÷èñëó h(n, f(n,m − 1)). Ïðèìåíÿÿ ê ñëîâàì w1, w2, . . . , wM+2 ëåììó 4.1.2, ìîæåì
ñ÷èòàòü, ÷òî ñëîâî w1w2 . . . wM+2 ñîäåðæèòM+2 îïåðàòîðà Ru1 , Ru2 , . . . , RuM+2

, ãäå
d(ui) ≥ f(n,m − 1) è, ñëåäîâàòåëüíî, ui ∈ A[m−1]. Çàìåòèì, ÷òî u0 = aw ∈ A[m−1],
òàê êàê d(aw0) = f(n,m−1). Íàì ïðåäñòîèò òåïåðü äîêàçàòü, ÷òî âñÿêèé îäíî÷ëåí
âèäà

b = u0w
′
0Ru1w

′
1Ru2 . . . w

′
M+1RuM+2

w′M+2

ëåæèò â A[m], ãäå w′s = Ras1Ras2 . . . Rasks
, aij ∈ A, ïðè÷åì áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè

ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî aij /∈ A[m−1] è, â ÷àñòíîñòè, d(aij) < f(n,m− 1).
Ïîêàæåì, ÷òî âñå w′s, ãäå s = 1, 2, . . . ,M + 1, ìîæíî ñ÷èòàòü ëèáî ïóñòûìè,

ëèáî ñîñòîÿùèìè èç îäíîãî îïåðàòîðà. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè w′1 = w′′1Ra1Ra2, òî
ñîãëàñíî (3.16) ïîäñëîâî Ra1Ra2Ru2 ìîæíî çàìåíèòü íà ñóìììó

−Ru2Ra2Ra1 −R(a1u2)a2 +Ra1a2Ru2 +Ra1u2Ra2 +Ra2u2Ra1 ,

â ðåçóëüòàòå ÷åãî ñëîâî w′0Ru1w
′
1Ru2 . . . RuM+2

w′M+2 ïðåäñòàâèòñÿ â âèäå ëèíåéíîé
êîìáèíàöèè ñëîâ òàêîãî æå âèäà, íî ñ ìåíüøåé äëèíîé ïîäñëîâà, ñòîÿùåãî ìåæäó
ïåðâûì è âòîðûì îïåðàòîðàìè âèäà Ru, ãäå u ∈ A[m−1]. Ïîñëåäîâàòåëüíîå ïðèìå-
íåíèå òàêèõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîçâîëÿåò ñîêðàòèòü äëèíó ýòîãî ïîäñëîâà äî íóæíîé
âåëè÷èíû. Òå æå îïåðàöèè ïðîäåëàåì ñî ñëîâàìè w′2, . . . , w

′
M+1.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà îäíî ñëîâî èç w′1, . . . , w
′
M+1 ÿâëÿåòñÿ ïóñòûì, íàïðè-

ìåð, w′s. Òîãäà, òàê êàê A
[m−1] è A[m] � èäåàëû â A, èìååì

b = u0w
′
0Ru1w

′
1 . . . w

′
s−1RusRus+1 . . . ∈ (A[m−1])3 = A[m].
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Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà ñëîâà w′1, w
′
2, . . . , w

′
M+1 ñîñòîÿò èç îäíîãî îïå-

ðàòîðà: w′i = Rai , i = 1, 2, . . . ,M + 1, è d(ai) < f(n,m− 1). Èìååì

b = u0w
′
0Ru1Ra1 . . . RuM+1

RaM+1
RuM+2

w′M+2.

Ïðåîáðàçóåì b ïî òîæäåñòâó (3.15). Òîãäà â ñèëó äîêàçàííîãî âûøå ïîëó÷èì

b = u0w
′
0 . . . RuiRaiRui+1

Rai+1
Rui+2

. . . w′M+2 =

−u0w
′
0 . . . RuiRai+1

Rui+1
RaiRui+2

. . . w′M+2 + b′,

ãäå b′ ∈ A[m]. Çíà÷èò, ïåðåìåíà ìåñò îïåðàòîðîâ Rai è Rai+1
ñ òî÷íîñòüþ äî ñëà-

ãàåìûõ èç A[m] ìåíÿåò çíàê ýëåìåíòà b. Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî ñðåäè îäíî÷ëåíîâ
a1, a2, . . . , aM+1 íàéäóòñÿ äâà îäèíàêîâûõ. Äåéñòâèòåëüíî, d(ai) < f(n,m − 1), a
M � ÷èñëî ðàçëè÷íûõ îäíî÷ëåíîâ èç Jn ñòåïåíè < f(n,m − 1). Íàëè÷èå äâóõ
îäèíàêîâûõ îäíî÷ëåíîâ âëå÷åò òåïåðü, ÷òî 2b ∈ A[m], îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî b ∈ A[m].
Íà ýòîì äîêàçàòåëüñòâî ëåììû çàêàí÷èâàåòñÿ.

Òåîðåìà Æåâëàêîâà. Âñÿêàÿ ðàçðåøèìàÿ êîíå÷íîïîðîæäåííàÿ éîðäàíîâà
àëãåáðà íèëüïîòåíòíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü éîðäàíîâà àëãåáðà A ðàçðåøèìà èíäåêñà m è èìååò
n ïîðîæäàþùèõ. Â ñèëó ëåììû 4.2.2 èìååì A[m] = 0, à â ñèëó ëåììû 4.2.3 îòñþäà
âûòåêàåò, ÷òî Af(n,m) = 0. Òåîðåìà äîêàçàíà.

4.3 Éîðäàíîâû íèëü-àëãåáðû

Îïðåäåëåíèå. Àëãåáðà íàçûâàåòñÿ íèëü-àëãåáðîé, åñëè êàæäûé ýëåìåíò åå
íèëüïîòåíòåí.

Òåîðåìà 4.3.1. Ïóñòü A � éîðäàíîâà íèëü-àëãåáðà íàä êîëüöîì, ñîäåðæàùèì
ýëåìåíò 1

2
. Òîãäà åñëè A óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ìàêñèìàëüíîñòè äëÿ ïîäàëãåáð,

òî îíà íèëüïîòåíòíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âñå îäíîïîðîæäåííûå ïîäàëãåáðû A íèëüïîòåíòíû, ïîýòî-
ìó â ñèëó óñëîâèÿ ìàêñèìàëüíîñòè â A íàéäåòñÿ ìàêñèìàëüíàÿ íèëüïîòåíòíàÿ
ïîäàëãåáðà B. Âî âñÿêîì ñëó÷àå â àëãåáðå ñ óñëîâèåì ìàêñèìàëüíîñòè äëÿ ïî-
äàëãåáð âñå ïîäàëãåáðû êîíå÷íîïîðîæäåíû, ñëåäîâàòåëüíî, B êîíå÷íîïîðîæäåíà.
Áîëåå òîãî, òàê êàê B íèëüïîòåíòíà, îíà ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîïîðîæäåííûì ìîäóëåì:
B = Φe1 + . . .+Φen. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî â àëãåáðå R(A) ïðàâûõ óìíîæåíèé àëãåá-
ðû A ïîäàëãåáðà RA(B) ïîðîæäàåòñÿ îïåðàòîðàìè Re1 , . . . , Ren è ïî òåîðåìå 4.1.1
ÿâëÿåòñÿ íèëüïîòåíòíîé íåêîòîðîãî èíäåêñà m.

Äîïóñòèì, ÷òî aB ⊆ B. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò a0 ∈ A \B. Åñëè îí íå
ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì, òî ñóùåñòâóåò ýëåìåíò b1 ∈ B òàêîé, ÷òî a1 = a0b1 /∈ B. Åñëè
è a1 íå ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì, òî ñóùåñòâóåò b2 ∈ B òàêîé, ÷òî a2 = a1b2 /∈ B ýëå-
ìåíò a0Rb1 . . . Rbm ðàâåí íóëþ è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðèíàäëåæèò B, ñðåäè ýëåìåíòîâ
a1, . . . , am−1 îáÿçàòåëüíî äîëæåí íàéòèñü èñêîìûé ýëåìåíò a.
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Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ:
1. a2B ⊆ B. Â ñèëó ëåììû 3.5.1 îïåðàòîð Rat äëÿ ëþáîãî t > 1 ëåæèò â

ïîäàëãåáðå, ïîðîæäåííîé îïåðàòîðàìè Ra, Ra2 , ïîýòîìó â ýòîì ñëó÷àå atB ⊆ B
äëÿ ëþáîãî t > 1. Ââèäó íèëüïîòåíòíîñòè ýëåìåíòà a, íàéäåòñÿ òàêîå p > 1, ÷òî
ap /∈ B, íî (ap)2 ∈ B. Îáîçíà÷èì ýëåìåíò ap = s. Ýëåìåíò s îáëàäàåò ñëåäóþùèìè
ñâîéñòâàìè:

s /∈ B, s2 ∈ B, sB ⊆ B.

2. Ñóùåñòâóåò ýëåìåíò c ∈ B òàêîé, ÷òî a2c /∈ B. Â ýòîì ñëó÷àå, ìû ïîêàæåì,
÷òî ýëåìåíò a2c óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâàì 1 è åãî ìîæíî âçÿòü â êà÷åñòâå s. Â ñèëó
òîæäåñòâ (3.13) äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà b ∈ B

(a2c)b = −2((ab)c)a+ (a(ac))b+ (a(ab))c+ (a(bc))a ∈ B. (4.1)

Êðîìå òîãî, (3.13) äàåò

(a2c)2 = −2((a(a2c))c)a+ (a(ac))(a2c) + (a((a2c)a))c+ (a((a2c)c))a.

Âòîðîå è ÷åòâåðòîå ñëàãàåìûå ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà ëåæàò â B ñîãëàñíî
(4.1). Ðàññìîòðèì ïåðâîå. Â ñèëó (4.1) âåðíî

((a(a2c))c)a = (((a2c)a)c)a = ((a2(ca))c)a ∈ B.

Àíàëîãè÷íî èìååì

(a((a2c)a))c = (a(a2(ca)))c = (a2((ca)a)))c ∈ B.

Èòàê, (a2c)2 ∈ B è ýëåìåíò a2c óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâàì èç ñëó÷àÿ 1. Îáîçíà÷èì
åãî ÷åðåç s. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî B1 = B + Φs. Â ñèëó ñâîéñòâ ýëåìåíòà sB1

� ïîäàëãåáðà àëãåáðû A, ñòðîãî ñîäåðæàùàÿ B. Ââèäó òîãî, ÷òî B2
1 ⊆ B, îíà

ÿâëÿåòñÿ ðàçðåøèìîé êîíå÷íîïîðîæäåííîé àëãåáðîé. Ïî òåîðåìå Æåâëàêîâà B1

íèëüïîòåíòíà, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ìàêñèìàëüíîñòè B. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ëåììà 4.3.1. Âñÿêàÿ êîíå÷íîìåðíàÿ éîðäàíîâà íèëü-àëãåáðà íàä ïîëåì õà-
ðàêòåðèñòèêè îòëè÷íîé îò 2 íèëüïîòåíòíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç òåîðåìû 4.3.1.



Ãëàâà 5

Ñòðóêòóðíàÿ òåîðèÿ éîðäàíîâûõ

àëãåáð

5.1 Êâàäðàòè÷íûå èäåàëû

Ïóñòü J � éîðäàíîâà àëãåáðà. Ïîäìîäóëü Q â J íàçûâàåòñÿ êâàäðàòè÷íûì èäåà-
ëîì, åñëè JUq ⊆ Q äëÿ âñåõ q ∈ Q. ßñíî, ÷òî âñÿêèé èäåàë â J ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷-
íûì èäåàëîì, íî, â òîæå âðåìÿ, îáðàòíîå íåâåðíî. Åñëè J = A(+) äëÿ íåêîòîðîé
àññîöèàòèâíîé àëãåáðû A, òî êâàäðàòè÷íûå èäåàëû àëãåáðû J � ýòî òàêèå Φ-
ïîäìîäóëè Q â A, ÷òî qAq ⊆ Q äëÿ âñåõ q ∈ Q. Â ÷àñòíîñòè, âñå îäíîñòîðîííèå
èäåàëû àëãåáðû A ÿâëÿþòñÿ â A(+) êâàäðàòè÷íûìè èäåàëàìè.

Ïóñòü Q � êâàäðàòè÷íûé èäåàë â J è q1, q2 ∈ Q. Òîãäà äëÿ ëþáîãî a ∈ J èìååì

aUq1,q2 =
1

2
(aUq1+q2 − aUq1 − aUq2) ∈ Q.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî JUq1,q2 ⊆ Q. Åñëè â àëãåáðå åñòü åäèíèöà, òî Q ÿâëÿåòñÿ ïîäàë-
ãåáðîé, òàê êàê q1q2 = {q11q2} ∈ Q. Â îáùåì ñëó÷àå ýòî íå òàê. Îäíàêî â ñèëó
ñîîòíîøåíèÿ

(q1q2)q3 =
1

2
{q1q2q3}+

1

2
{q2q1q3}

ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî Q3 ⊆ Q.
Ïóñòü Q � êâàäðàòè÷íûé èäåàë àëãåáðû J è a ∈ J. Òîãäà â ñèëó òîæäåñòâà

Ìàêäîíàëüäà (3.23) äëÿ ëþáîãî q ∈ Q âûïîëíÿåòñÿ

JU(qUa) = JUaUqUa ⊆ QUa.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî ìíîæåñòâî QUa ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íûì èäåàëîì. Â ÷àñòíîñòè,
JUa ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì êâàäðàòè÷íûì èäåàëîì, ïîðîæäåííûì ýëåìåíòîì a. Â ñèëó
ëèíåàðèçîâàííîãî òîæäåñòâà (3.22) èìååì

{axa}{aya} = {a{xa2y}a}.

Îòñþäà ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî ãëàâíûé êâàäðàòè÷íûé èäåàë âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ïî-
äàëãåáðîé.

49
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Îïðåäåëåíèå. Ýëåìåíò z éîðäàíîâîé àëãåáðû J íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíûì äåëè-
òåëåì íóëÿ, åñëè JUz = 0.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè z � àáñîëþòíûé äåëèòåëü íóëÿ â J , òî ïîäìîäóëü Φ · z
ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íûì èäåàëîì.

Ëåììà 5.1.1. Ïóñòü Q � íåíóëåâîé êâàäðàòè÷íûé èäåàë éîðäàíîâîé àëãåáðû
J , a ∈ Q è QUa = Q. Òîãäà Q ñîäåðæèò èäåìïîòåíò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü c ∈ Q òàêîé, ÷òî cUa = a. Òîãäà â ñèëó òîæäåñòâà
(3.22) ìû èìååì

a2 = (cUa)
2 = a2UcUa ∈ Q.

Îáîçíà÷èì äëÿ q ∈ Q ÷åðåç U q îãðàíè÷åíèå îïåðàòîðà Uq íà Q. Òîãäà â ñèëó òîæ-
äåñòâà Ìàêäîíàëüäà (3.23) Ua = UaUcUa, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî U cUa = E. Ïîýòîìó
äëÿ f = a2Uc èìååì

f 3 = fUf = a2UcUcUaUaUc = a2Uc = f.

Íî òîãäà f 4 = f 2, è ìû èìååì äâå âîçìîæíîñòè:
1) f 2 � èäåìïîòåíò,
2) f 2 = 0.
Âî âòîðîì ñëó÷àå f = f 3 = 0, îòêóäà 0 = Uf = UcUaUaUc, ÷òî äàåò íàì

UaU c = 0. Íî òîãäà (U cUa)
2 = 0. Ýòî ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî âòîðîé ñëó÷àé

íåâîçìîæåí. Ëåììà äîêàçàíà.

5.2 Ïîëóïðîñòûå éîðäàíîâû àëãåáðû ñ óñëîâèåì
ìèíèìàëüíîñòè

Ëåììà 5.2.1. Ïóñòü Q � êâàäðàòè÷íûé èäåàë éîðäàíîâîé àëãåáðû J ñ óñëîâè-
åì ìèíèìàëüíîñòè äëÿ êâàäðàòè÷íûõ èäåàëîâ. Òîãäà ëèáî êàæäûé ýëåìåíò â Q
íèëüïîòåíòåí, ëèáî Q ñîäåðæèò èäåìïîòåíò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x � íåíèëüïîòåíòíûé ýëåìåíò â Q. Ðàññìîòðèì öå-
ïî÷êó êâàäðàòè÷íûõ èäåàëîâ

QUx ⊇ QUx2 ⊇ . . . ⊇ QUxn ⊇ . . .

Â ñèëó óñëîâèÿ ìèíèìàëüíîñòè QUxk = QUxk+1 = . . . äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà k.
Êâàäðàòè÷íûé èäåàë QUxk îòëè÷åí îò íóëÿ, òàê êàê x2k+1 = xUxk ∈ QUxk è, êðîìå
òîãî,

QUxkUx2k+1 = QUx3k+1 = QUxk .

Ïî ëåììå 5.1.1 â êâàäðàòè÷íîì èäåàëå QUxk èìååòñÿ èäåìïîòåíò. Ëåììà äîêàçàíà.

Ðàññìîòðèì òåïåðü éîðäàíîâó àëãåáðó J ñ èäåìïîòåíòîì e. Ïðèñîåäèíèì, åñ-
ëè íåîáõîäèìî, ê àëãåáðå J ôîðìàëüíóþ åäèíèöó 1. Òîãäà ýëåìåíòû e è 1 − e
óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì

e+ (1− e) = 1, e(1− e) = 0. (5.1)
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Ïîýòîìó Ue+2Ue,1−e+U1−e = Ue+(1−e) = E � òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå àëãåáðû
J# è äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x ∈ J âåðíî

x = xUe + 2xUe,1−e + xU1−e. (5.2)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

x1 = xUe, x1/2 = 2xUe,1−e, x0 = xU1−e.

Ýëåìåíòû x1, x1/2, x0 ëåæàò â àëãåáðå J . Îïðåäåëèì òàêæå ïîäïðîñòðàíñòâà

J1 = JUe, J1/2 = JUe,1−e, J0 = JU1−e.

ßñíî, ÷òî â ñèëó (5.2) âåðíî

J = J0 + J1/2 + J1.

Åñëè ôèãóðèðóåò íåñêîëüêî èäåìïîòåíòîâ, òî âìåñòî xi è Ji ìîæíî ïèñàòü xi(e)
è Ji(e).

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî

Ue = Re(2Re − E), Ue,1−e = 2Re(E −Re), U1−e = (Re − E)(2Re − E)

è ÷òî, â ñèëó òîæäåñòâà (3.15)

Re(Re − E)(2Re − E) = 0. (5.3)

Ïîýòîìó

UeRe = Ue, Ue,1−eRe =
1

2
Ue,1−e, U1−eRe = 0.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî xiRe = ixi, i = 0, 1
2
, 1. Ëåãêî âèäåòü òåïåðü, ÷òî ñóììà ïîä-

ñïðîñòðàíñòâ Ji � ïðÿìàÿ:

J = J0 ⊕ J1/2 ⊕ J1. (5.4)

Ýòî ðàçëîæåíèå â ñóììó ïîäïðîñòðàíñòâ íàçûâàåòñÿ ïèðñîâñêèì ðàçëîæåíèåì, à
ïîäïðîñòðàíñòâà Ji � ïèðñîâñêèìè êîìïîíåíòàìè.

Òåîðåìà 5.2.1 Ïóñòü J � éîðäàíîâà àëãåáðà ñ èäåìïîòåíòîì e. Òîãäà J ðàñ-
êëàäûâàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó ïèðñîâñêèõ êîìïîíåíò

J = J1 ⊕ J1/2 ⊕ J0,

ãäå

Ji = {x ∈ J |xe = ix}, i = 0,
1

2
, 1,

ïðè÷åì
J1 = JUe, J1/2 = JUe,1−e, J0 = JU1−e
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(â äàííîì ñëó÷àå, åäèíèöà èç àëãåáðû J#). Êîìïîíåíòû J0 è J1 ÿâëÿþòñÿ â J
êâàäðàòè÷íûìè èäåàëàìè. Òàáëèöà óìíîæåíèÿ äëÿ ïèðñîâñêèõ êîïîíåíò òàêîâà:

J2
1 ⊆ J1, J1J0 = 0, J2

0 ⊆ J0, J0J1/2 ⊆ J1/2, J1J1/2 ⊆ J1/2, J
2
1/2 ⊆ J0 + J1. (5.5)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îñòàëîñü óñòàíîâèòü òîëüêî ïðàâèëà óìíîæåíèÿ äëÿ ïèð-
ñîâñêèõ êîìïîíåíò. Â ñèëó òîæäåñòâà (3.13) äëÿ ëþáûõ x, y ∈ J âåðíî

(xy)e = (xy)e2 = −2(xe)(ye) + 2((xe)y)e+ x(ye).

Åñëè x ∈ Ji, y ∈ Jj, ýòî ñîîòíîøåíèå âëå÷åò

(2i− 1)(xy)e = j(2i− 1)xy. (5.6)

Ïðè i = 1 ìû ïîëó÷àåì, ÷òî J1Jj ⊆ Jj, à ïðè i = 0 èìååì J0Jj ⊆ Jj. Îòñþäà
ñëåäóþò âñå ñîîòíîøåíèÿ èç (5.5), êðîìå âòîðîãî è ïîñëåäíåãî. Íî

J1J0 = J0J1 ⊆ J1 ∩ J0 = 0,

ïîýòîìó îñòàåòñÿ äîêàçàòü ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå. Â ñèëó (3.13) äëÿ ëþáûõ x, y ∈
J1/2 âåðíî

((xy)e)e = −((xe)e)y − x((ye)e) + (xy)e+ 2(xe)(ye) = (xy)e.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî

(xy)1 +
1

4
(xy)1/2 = (xy)1 +

1

2
(xy)1/2.

Ñëåäîâàòåëüíî,
(xy)1/2 = 0 è xy = (xy)1 + (xy)0.

Òàêèì îáðàçîì, è ïîñëåäíåå èç ðàâåíñòâ (5.5) äîêàçàíî.

Óïðàæíåíèå. Ïóñòü I � èäåàë â J1. Ïîêàçàòü, ÷òî I + (IJ1/2)J1/2 E J1.

Îïðåäåëåíèå. Íèëü-ðàäèêà � ýòî ìàêñèìàëüíûé èäåàë ó êîòîðîãî âñå ýëåìåíòû
íèëüïîòåíòíû.

Óïðàæíåíèå. Ïóñòü I è J � íèëü-èäåëû àëãåáðû A. Òîãäà I+J � íèëü-èäåàë.
Òåîðåìà 5.2.2. Ïóñòü J � éîðäàíîâà àëãåáðà ñ óñëîâèåì ìèíèìàëüíîñòè äëÿ

êâàäðàòè÷íûõ èäåàëîâ è N(J) � åå íèëü-ðàäèêàë, òîãäà N(J) � íèëüïîòåíòåí.

Íàïîìíèì, ÷òî èäåìïîòåíòû e è f íàçûâàþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè, åñëè ef = 0.
Èäåìïîòåíò e àëãåáðû J íàçûâàåòñÿ ãëàâíûì, åñëè â J íåò èäåìïîòåíòîâ, îðòî-
ãîíàëüíûõ ê e. Ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî êîìïîíåíòà J0(e) íå ñîäåðæèò èäåìïî-
òåíòîâ.

Ëåììà 5.2.2 Âñÿêèé íåíèëüïîòåíòíûé èäåàë H éîðäàíîâîé àëãåáðû J ñ óñëî-
âèåì ìèíèìàëüíîñòè äëÿ êâàäðàòè÷íûõ èäåàëîâ ñîäåðæèò ãëàâíûé èäåìïîòåíò e,
äëÿ êîòîðîãî H0(e) � íèëü-àëãåáðà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëåììû 5.2.1 â èäåàëå H èìååòñÿ èäåìïîòåíò; îáîçíà-
÷èì åãî ÷åðåç e1. Ðàññìîòðèì êîìïîíåíòó H0(e1), êîòîðàÿ, êàê íåòðóäíî âèäåòü,
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ÿâëÿåòñÿ â J êâàäðàòè÷íûì èäåàëîì. Åñëè âñå ýëåìåíòû â H0(e1) íèëüïîòåíòíû,
òî èäåìïîòåíò e � ãëàâíûé è âñå äîêàçàíî. Åñëè æå â H0(e) åñòü íåíèëüïîòåíò-
íûé ýëåìåíò, òî âH0(e1) åñòü òàêæå èäåìïîòåíò e2. Ðàññìîòðèì òåïåðü êîìïîíåíòó
H0(e1 + e2). Òàê êàê 1− e1 − e2 ∈ J#

0 (e1), òî

H0(e1 + e2) = HU1−e1−e2 ⊆ H0(e1).

Ýòî âêëþ÷åíèå ÿâëÿåòñÿ ñòðîãèì, òàê êàê e2 /∈ H0(e1 +e2). Ïðîäåëàåì ñ H0(e1 +e2)
òå æå ïðîöåäóðû, ÷òî è ñ H0(e1), è ò. ä. Òàê êàê öåïî÷êà êâàäðàòè÷íûõ èäåàëîâ

. . . ⊆ H0(e1 + e2) ⊆ H0(e1)

íå ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íîé, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî â H åñòü ãëàâíûé èäåìïîòåíò e,
äëÿ êîòîðîãî H0(e) � íèëü-àëãåáðà. Ëåììà äîêàçàíà.

×åðåç Ξ(J) áóäåì îáîçíà÷àòü èäåàë éîðäàíîâîé àëãåáðû J , ïîðîæäåííûé âñåìè
åå àáñîëþòíûìè äåëèòåëÿìè íóëÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî àëãåáðà J íåâûðîæäåíà òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà Ξ(J) = 0.

Ïóñòü I � òðèâèàëüíûé èäåàë àëãåáðû J . Òîãäà äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ x ∈
J, z ∈ I èìååì

xUz = 2(xz)z − xz2 = 0,

ò.å. êàæäûé ýëåìåíò èäåàëà I ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíûì äåëèòåëåì íóëÿ â J è, â ÷àñò-
íîñòè, I ⊆ Ξ(J).

Ëåììà 5.2.3. Ïóñòü J � éîðäàíîâà àëãåáðà J# � àëãåáðà, ïîëó÷åííàÿ ôîð-
ìàëüíûì ïðèñîåäèíåíèåì ê J åäèíèöû 1. Òîãäà åñëè z � àáñîëþòíûé äåëèòåëü
íóëÿ â J è x ∈ J#, òî zUx � òàêæå àáñîëþòíûé äåëèòåëü íóëÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê J# � éîðäàíîâà àëãåáðà, òîæäåñòâî Ìàêäîíàëüäà
(3.23) â íåé ñïðàâåäëèâî. Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a ∈ J âåðíî

aUzUx = aUxUzUx = 0,

òàê êàê aUx ∈ J. Ëåììà äîêàçàíà.
Ëåììà 5.2.4. Èäåàë Ξ(J) ïîðîæäàåòñÿ àáñîëþòíûìè äåëèòåëÿìè íóëÿ êàê

Φ-ìîäóëü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîàñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî àáñîëþòíîãî äåëè-
òåëÿ íóëÿ z è ëþáîãî ýëåìåíòà x ∈ J âåðíî

2zx = zU1+x − zUx − z,

ò.å. ýëåìåíòû zx åñòü ñóììà òðåõ àáñîëþòíûõ äåëèòåëåé íóëÿ è, ñëåäîâàòåëüíî,
ëåæèò â ïîäìîäóëå, ïîðîæäåííîì àáñîëþòíûìè äåëèòåëÿìè íóëÿ. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî óêàçàííûé ïîäìîäóëü ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì. Ëåììà äîêàçàíà.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé éîðäàíîâîé àëãåáðû J ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ M1(J) =
Ξ(J), è ïóñòü èäåàë Mα(J) óæå îïðåäåëåí äëÿ âñåõ îðäèíàëîâ α òàêèõ, ÷òî α < β.
Åñëè β � ïðåäåëüíûé îðäèíàë, ïîëîæèì

Mβ(J) =
⋃
α<β

Mα(J).
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Åñëè îðäèíàë β íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíûì, îïðåäåëèì Mβ(J) êàê òàêîé èäåàë, ÷òî

Mβ(J)/Mβ−1(J) = Ξ(J/Mβ−1(J)).

Öåïî÷êà èäåàëîâ
M1(J) ⊆M2(J) ⊆ . . . ⊆Mα(J) ⊆

ñòàáèëèçèðóåòñÿ íà íåêîòîðîì îðäèíàëå γ. Ïîëîæèì

M(J) = Mγ(J).

Îïðåäåëåíèå. Ðàäèêàë M(J) íàçûâàåòñÿ ðàäèêàëîì Ìàêêðèììîíà.

Òåîðåìà 5.2.3. Âî âñÿêîé éîðäàíîâîé àëãåáðå J ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå

M(J) ⊆ N(J).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî Ξ(J) � íèëü-èäåàë; â ýòîì ñëó÷àå
î÷åâèäíîé èíäóêöèåé äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî âñå èäåàëû Mβ(J) � íèëü-èäåàëû. Òàê
êàê âñÿêèé ýëåìåíò èç Ξ(J) èìååò âèä z1 + z2 + . . .+ zn, ãäå zi � àáñîëþòíûå äåëè-
òåëè íóëÿ, óòâåðæäåíèå ìîæíî äîêàçûâàòü èíäóêöèåé ïî n. Îñíîâàíèå èíäóêöèè
î÷åâèäíî: z3

1 = z1Uz1 = 0. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà èíäóêòèâíîãî ïåðåõîäà äîñòàòî÷íî
ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî íèëüïîòåíòíîãî ýëåìåíòà y ∈ J è ëþáîãî àáñîëþòíîãî
äåëèòåëÿ íóëÿ z ýëåìåíò y + z òàêæå íèëüïîòåíòåí. Ðàññìîòðèì ïîäàëãåáðó J0 â
J , ïîðîæäåííóþ ýëåìåíòàìè y è z. Ïî òåîðåìå Øèðøîâà îíà ñïåöèàëüíà è èìååò
àññîöèàòèâíóþ îáåðòûâàþùóþ àëãåáðó A0. Âû÷èñëÿÿ â àëãåáðå A0, èìååì

(y + z)k = yk +
k−1∑
i=0

yizyk−i−1 +
k−2∑
i=0

yiz2yk−i−2,

ïîýòîìó, åñëè m � èíäåêñ íèëüïîòåíòíîñòè ýëåìåíòà y, òî (y+z)2m+1 = 0. Òåîðåìà
äîêàçàíà.

Òåîðåìà 5.2.4. Ïîëóïðîñòàÿ éîðäàíîâà àëãåáðà J ñ óñëîâèåì ìèíèìàëüíîñòè
äëÿ êâàäðàòè÷íûõ èäåàëîâ îáëàäàåò åäèíèöåé è ðàçëàãàåòñÿ â êîíå÷íóþ ïðÿìóþ
ñóììó ïðîñòûõ éîðäàíîâûõ àëãåáð ñ åäèíèöåé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ ìèíè-
ìàëüíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü H � ìèíèìàëüíûé èäåàë àëãåáðû J è e � ãëàâíûé
èäåìïîòåíò â H, êîòîðûé ñóùåñòâóåò â ñèëó ëåììû 5.2.2. Ïî òîé æå ëåììå H0(e)
� íèëü-àëãåáðà è ïî òåîðåìå 5.2.2 èìååì, ÷òî N(H) ⊇ H0(e).

Ââèäó ïîëóïðîñòîòû àëãåáðû J , ìû èìååì, ÷òî íèëü-ðàäèêàë íóëåâîé è, ñëå-
äîâàòåëüíî, H0(e) = 0.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò h1/2 = {eh(1 − e)} ∈ H1/2(e). Òàê êàê ïî-
äàëãåáðà, ïîðîæäåííàÿ ýëåìåíòàìè e è h, ñïåöèàëüíà, âû÷èñëÿÿ â îáåðòûâàþùåé
àëãåáðå, èìååì

h2
1/2 =

1

4
(eh(1− e)eh(1− e) + (1− e)he(1− e)he+ (1− e)he2h(1− e) + eh(1− e)2he) =
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1

4
eh(1− e)he =

1

4
{e{h(1− e)h}e}.

Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x ∈ J âåðíî

xUh2
1/2

=
1

16
xUeUhU1−eUhUe ⊆ H0UhUe = 0,

ò.å. h2
1/2 � àáñîëþòíûé äåëèòåëü íóëÿ â J .

Òàêèì îáðàçîì, ëåãêî çàêëþ÷èòü, ïîëüçóÿñü òåîðåìîé 5.2.3, ÷òî h2
1/2 = 0 äëÿ

ëþáîãî h ∈ H è, ñëåäîâàòåëüíî, [H1/2(e)]2 = 0. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ x ∈
J1/2(e) èìååì, ÷òî ex = 1

2
x, òî åñòü x ∈ H è, ñëåäîâàòåëüíî, x ∈ H1/2(e). Òàêèì

îáðàçîì, J1/2(e) = H1/2(e). Èç ñîîòíîøåíèé (5.5) òåïåðü âûòåêàåò, ÷òî H1/2(e) �
òðèâèàëüíûé èäåàë â J . Ïîýòîìó îí ðàâåí íóëþ è H = H1(e) = J1(e). Èäåìïîòåíò
e ÿâëÿåòñÿ åäèíèöåé â H è àëãåáðà J ðàçëàãàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó èäåàëîâ

J = H ⊕K,

ãäå K = J0(e). Êàæäûé èäåàë àëãåáðû H ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì â J , ïîýòîìó H �
ïðîñòàÿ àëãåáðà. Î÷åâèäíî, ÷òî H è K óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ ìèíèìàëüíîñòè
äëÿ êâàäðàòè÷íûõ èäåàëîâ.

Îáîçíà÷èì H ÷åðåç H1 è K ÷åðåç K1. Ðàññìîòðèì, äàëåå, ìèíèìàëüíûé èäåàë
H2 àëãåáðû K1. Òå æå ðàññóæäåíèÿ, ÷òî è âûøå, äàþò íàì ðàçëîæåíèå

J = H1 ⊕H2 ⊕K2

è ò. ä. Òàê êàê öåïî÷êà èäåàëîâ K1 ⊇ K2 ⊇ . . . íå ìîæåò óáûâàòü áåñêîíå÷íî, äëÿ
íåêîòîðîãî ÷èñëà s ìû áóäåì èìåòü Ks = 0, ò.å.

J = H1 ⊕H2 ⊕ . . .⊕Hs.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Îïðåäåëåíèå. J � éîðäàíîâà àëãåáðà ñ äåëåíèåì, åñëè äëÿ ëþáîãî åå íåíóëåâîãî
ýëåìåíòà a îïåðàòîð Ua � îáðàòèì.

Òåîðåìà 5.2.5. Âñÿêàÿ ñïåöèàëüíàÿ éîðäàíîâà àëãåáðà ñ äåëåíèåì èçîìîðôíà
îäíîé èç ñëåäóþùèõ àëãåáð:

1) éîðäàíîâîé àëãåáðå H(D, ∗) ñèììåòðè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ àññîöèàòèâíîé àë-
ãåáðû ñ äåëåíèåì D îòíîñèòåëüíî èíâîëþöèè ∗;

2) àëãåáðå D(+), ãäå D � àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà ñ äåëåíèåì;
3) àëãåáðå ñèììåòðè÷åñêîé áèëèíåéíîé ôîðìû íà íåêîòîðîì âåêòîðîì ïðî-

ñòðàíñòâå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Õîðîøî èçëîæåíî â [11, Òåîðåìà 2.2].

Òåîðåìà 5.2.6. Âñÿêàÿ èñêëþ÷èòåëüíàÿ éîðäàíîâà àëãåáðà ñ äåëåíèåì 27-
ìåðíà íàä ñâîèì öåíòðîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Õîðîøî èçëîæåíî â [11, Òåîðåìà 3.2].
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Òåîðåìà 5.2.7. Ïóñòü J � ïðîñòàÿ éîðäàíîâà àëåãáðà ñ óñëîâèåì ìèíèìàëü-
íîñòè äëÿ êâàäðàòè÷íûõ èäåàëîâ. Òîãäà îíà � îäíà èç ñëåäóþùèõ àëãåáð:

1) J � àëãåáðà ñ äåëåíèåì;
2) J � àëãåáðà íåâûðîæäåííîé ñèììåòðè÷åñêîé áèëèíåéíîé ôîðìû, îïðåäå-

ëåííîé íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V íàä íåêîòîðûì ðàñøèðåíèåì K îñíîâíîãî
ïîëÿ, òàêèì, ÷òî dimK(V ) > 1;

3) J = H(Dn, SA), ãäå n > 2, è (D, j) åñòü ëèáî ∆ ⊕ ∆0, ãäå ∆ � àññîöèàòèâ-
íàÿ àëãåáðà ñ äåëåíèåì, j � èíâîëþöèÿ, ïåðåñòàâëÿþùàÿ êîìïîíåíòû, ëèáî D �
àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà ñ äåëåíèåì, j � åå èíâîëþöèÿ, ëèáî D � ðàñùåïëÿåìàÿ
àëãåáðà êâàòåðíèîíîâ íàä íåêîòîðûì ðàñøèðåíèåì îñíîâíîãî ïîëÿ, j � ñòàíäàðò-
íàÿ èíâîëþöèÿ, ëèáî D � àëãåáðà Êýëè-Äèêñîíà íàä íåêîòîðûì ðàñøèðåíèåì
îñíîâíîãî ïîëÿ, j � ñòàíäàðòíàÿ èíâîëþöèÿ è n = 3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ãðîìîçäêîñòè è õîðîøîèçëîæåííîñòè â êíèãå [1], ìû
îïóñêàåì.

Â ñëó÷àå àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîãî ïîëÿ, ïðîñòûå êîíå÷íîìåðíûå éîðäàíîâû
àëãåáðû óñòðîåíû åùå ïðîùå. Ýòî èëëþñòðèðóåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 5.2.8. Âñÿêàÿ ïðîñòàÿ êîíå÷íîìåðíàÿ éîðäàíîâà àëãåáðà íàä àëãåá-
ðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì F õàðàêòåðèñòèêè îòëè÷íîé îò 2, èçîìîðôíà äíîé èç
ñëåäóþùèõ àëãåáð:

1) F · 1 � îñíîâíîìó ïîëþ;
2) F · 1 + V � àëãåáðå ñèììåòðè÷åñêîé íåâûðîæäåííîé áèëèíåéíîé ôîðìû íà

âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V ;
3) éîðäàíîâîé ìàòðè÷íîé àëãåáðå H(Dn), ãäå n > 3, D � êîìïîçèöèîííàÿ

àëãåáðà, àññîöèàòèâíàÿ ïðè n > 3.
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Ñóïåðàëãåáðû è êîíòðïðèìåðû.

6.1 Ñóïåðàëãåáðû

Ïóñòü F � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p 6= 2. Ïóñòü G� àëãåáðà Ãðàññìàíà íàä F , çàäàí-
íàÿ îáðàçóþùèìè 1, ξ1, . . . , ξn, . . . è îïðåäåëÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè: ξ2

i = 0, ξiξj =
−ξjξi. Åäèíèöà 1 è ïðîèçâåäåíèÿ ξi1ξi2 . . . ξik , i1 < i2 < . . . < ik, îáðàçóþò áàçèñ àë-
ãåáðû G íàä F . Îáîçíà÷èì ÷åðåç G0 è G1 ïîäïðîñòðàíñòâà, ïîðîæäåííûå ñîîòâåò-
ñòâåííî ïðîèçâåäåíèÿìè ÷åòíîé è íå÷åòíîé äëèíû; òîãäà G ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå
ïðÿìîé ñóììû ýòèõ ïîäïðîñòðàíñòâ: G = G0 ⊕G1, ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâû ñîîòíî-
øåíèÿ GiGj ⊆ Gi+j(mod2), i, j = 0, 1. Èíà÷å ãîâîðÿ, G ÿâëÿåòñÿ Z2-ãðàäóèðîâàííîé
àëãåáðîé (èëè ñóïåðàëãåáðîé) íàä F .

Ïóñòü òåïåðü A = A0 ⊕ A1 � ïðîèçâîëüíàÿ ñóïåðàëãåáðà íàä F . Ðàññìîòðèì
òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå F -àëãåáð G⊗ A. Åãî ïîäàëãåáðà

G(A) = G0 ⊗ A0 +G1 ⊗ A1

íàçûâàåòñÿ ãðàññìàíîâîé îáîëî÷êîé ñóïåðàëãåáðû A.
Ïóñòü Ω � íåêîòîðîå ìíîãîîáðàçèå àëãåáð íàä F . Ñóïåðàëãåáðà A = A0 ⊕ A1

íàçûâàåòñÿ Ω-ñóïåðàëãåáðîé, åñëè åå ãðàññìàíîâà îáîëî÷êà G(A) ∈ Ω.
Â ÷àñòíîñòè, J = J0 ⊕ J1 íàçûâàåòñÿ éîðäàíîâîé ñóïåðàëãåáðîé, åñëè åå ãðàñ-

ñìàíîâà îáîëî÷êà G(J) ÿâëÿåòñÿ éîðäàíîâîé àëãåáðîé. Äàëåå äëÿ îäíîðîäíîãî
ýëåìåíòà x ñóïåðàëãåáðû J = J0 ⊕ J1 áóäåì ñ÷èòàòü p(x) = i, åñëè x ∈ Ji.

C äðóãîé ñòîðîíû, íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè îòëè÷íîé îò 3, éîðäàíîâû ñó-
ïåðàëãåáðû îïðåäåëÿþòñÿ òîæäåñòâàìè

ab = (−1)p(a)p(b)ba,

((da)b)c+ (−1)p(a)p(b)+p(a)p(c)+p(b)p(c)((dc)b)a+ (−1)p(b)p(c)d((ac)b) =

(da)(bc) + (−1)p(a)p(b)(db)(ac) + (−1)p(a)p(c)+p(b)p(c)(dc)(ab).

Â ñëó÷àå æå õàðàêòåðèñòèêè ïîëÿ ðàâíîé 3, íåîáõîäèìî äîïîëíèòåëüíî òðåáî-
âàòü, ÷òîáû ÷åòíàÿ ÷àñòü ñóïåðàëãåáðû ÿâëÿëàñü éîðäàíîâîé àëãåáðîé.

Îòìåòèì, ÷òî óìíîæåíèå â êàæäîé éîðäàíîâîé ñóïåðàëãåáðå ÿâëÿåòñÿ êîì-
ìóòàòèâíûì íà ÷åòíûõ ýëåìåíòàõ è àíòèêîììóòàòèâíûì íà íå÷åòíûõ ýëåìåíòàõ
ñóïåðàëãåáðû.

57



Ãëàâà 6. Ñóïåðàëãåáðû è êîíòðïðèìåðû. 58

Ïóñòü A = A0 ⊕ A1 � àññîöèàòèâíàÿ ñóïåðàëãåáðà. Îïðåäåëèì íà âåêòîðíîì
ïðîñòðàíñòâå A ñóïåðñèììåòðè÷åñêîå ïðîèçâåäåíèå ◦ ïî ïðàâèëó

a ◦ b =
1

2
(ab+ (−1)p(a)p(b)ba).

Ïîëó÷åííóþ ñóïåðàëãåáðó îáîçíà÷èì ÷åðåç A(+). Éîðäàíîâà ñóïåðàëãåáðà B íà-
çûâàåòñÿ ñïåöèàëüíîé, åñëè îíà èçîìîðôíî âêëàäûâàåòñÿ â ñóïåðàëãåáðó A(+) äëÿ
ïîäõîäÿùåé àññîöèàòèâíîé ñóïåðàëãåáðû A.

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå ïðèìåðû éîðäàíîâûõ ñóïåðàëãåáð.

Ñóïåðàëãåáðû M
(+)
m,n è Q(n)(+). Â ðàáîòå [9] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî êàæäàÿ ïðî-

ñòàÿ êîíå÷íîìåðíàÿ àññîöèàòèâíàÿ ñóïåðàëãåáðà íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì
ïîëåì F ëèáî èçîìîðôíà ñóïåðàëãåáðå A = Mm,n, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ìàòðè÷íîé
àëãåáðîé Mm+n, ëèáî èçîìîðôíà B = Q(n), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïîäàëãåáðîé â M2n.
Ãðàäóèðîâêè ñóïåðàëãåáð A è B âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

A0 =

{(
A 0
0 D

)
: A ∈Mm, D ∈Mn

}
,

A1 =

{(
0 B
C 0

)
: B ∈Mm,n, C ∈Mn,m

}
,

B0 =

{(
A 0
0 A

)
: A ∈Mn

}
,

B1 =

{(
0 B
B 0

)
: B ∈Mn

}
.

Ïóñòü A = A0 +A1 � àññîöèàòèâíàÿ ñóïåðàëãåáðà. Íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå
ñóïåðàëãåáðû A ìîæíî îïðåäåëèòü ñòðóêòóðó éîðäàíîâîé ñóïåðàëãåáðû A(+), çà-
äàâ íîâîå óìíîæåíèå ñëåäóþùèì îáðàçîì

a ◦ b =
1

2
(ab+ (−1)p(a)p(b)ba).

Èñïîëüçóÿ îïèñàííóþ êîíñòðóêöèþ, ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ñóïåðàëãåáðû

M (+)
m,n, m ≥ 1, n ≥ 1,

Q(n)(+), n ≥ 2.

Îïðåäåëèì ñóïåðèíâîëþöèþ j : A → A. Ïî îïðåäåëåíèþ ãðàäóèðîâàííûé ýí-
äîìîðôèçì j : A→ A íàçûâàåòñÿ ñóïåðèíâîëþöèåé, åñëè âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ

j(j(a)) = a è j(ab) = (−1)p(a)p(b)j(b)j(a).

Ïóñòü H(A, j) = {a ∈ A : j(a) = a}. Òîãäà H(A, j) = H(A0, j) + H(A1, j) ÿâëÿ-
åòñÿ ïîäñóïåðàëãåáðîé â A(+). Òåïåðü ïåðå÷èñëèì ñóïåðàëãåáðû, ïîëó÷àåìûå èç
Mn,m(F ) ñ ïîìîùüþ ïîäõîäÿùåé ñóïåðèíâîëþöèè.
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Ñóïåðàëãåáðà osp(n,m). Cóïåðàëãåáðà ñîñòîèò èç ìàòðèö âèäà

(
A B
C D

)
,

ãäå

AT = A ∈Mn(F ), C = Q−1BT , D = Q−1DTQ ∈M2m(F ), Q =

(
0 Em
−Em 0

)
.

Cóïåðàëãåáðà P(n). Cóïåðàëãåáðà ñîñòîèò èç ìàòðèö âèäà
(
A B
C D

)
, ãäå

BT = −B,CT = C,D = AT ;A,B,C,D ∈Mn(F ).

Ñóïåðàëãåáðà ñóïåðñèììåòðè÷åñêîé áèëèíåéíîé ñóïåðôîðìû J(V, f).
Ïóñòü V = V0 +V1 � Z2-ãðàäóèðîâàííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ñ íåâûðîæäåííîé
ñóïåðôîðìîé f(., .) : V × V → F , êîòîðàÿ ñèììåòðè÷íà íà V0 è êîñîñèììåòðè÷íà
íà V1. Êðîìå òîãî, f(V1, V0) = f(V0, V1) = 0. Ðàññìîòðèì ïðÿìóþ ñóììó âåêòîðíûõ
ïðîñòðàíñòâ J = F ⊕ V . Ïóñòü e � åäèíèöà ïîëÿ F . Îïðåäåëèì óìíîæåíèå íà
ñóïåðàëãåáðå J(V, f) ïî ôîðìóëå

(α + v)(β + w) = (αβ + f(v, w))e+ (αw + βv).

Äàííàÿ ñóïåðàëãåáðà èìååò ãðàäóèðîâêó J0 = F + V0, J1 = V1.

Ñóïåðàëãåáðà Ãðàññìàíîâûõ ñêîáîê J(Γn). Ðàññìîòðèì àëãåáðó Ãðàñ-
ñìàíà Γ îò (íå÷åòíûõ) àíòèêîììóòèðóþùèõ ïîðîæäàþùèõ e1, e2, . . . , en, . . . . Äëÿ
îïðåäåëåíèÿ íîâîãî óìíîæåíèÿ, íàçûâàåìîãî ãðàññìàíîâîé ñêîáêîé, èñïîëüçóåì
îïåðàöèþ

∂

∂ej
(ei1ei2 . . . ein) =

{
(−1)k−1ei1ei2 . . . eik−1

eik+1
. . . ein , ïðè j = ik,

0, ïðè j 6= il, l = 1, . . . , n.

Ãðàññìàíîâî óìíîæåíèå, äëÿ f, g ∈ Γ0 ∪ Γ1, îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

{f, g} = (−1)p(f)

∞∑
j=1

∂f

∂ej

∂g

∂ej
.

Ïóñòü Γ � èçîìîðôíàÿ êîïèÿ Γ. Íà ïðÿìîé ñóììå âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ
J(Γ) = Γ + Γ çàäàäèì ñòðóêòóðó éîðäàíîâîé ñóïåðàëãåáðû ñ óìíîæåíèåì •:

a • b = ab, a • b = (−1)p(b)ab, a • b = ab, a • b = (−1)p(b){a, b},

ãäå a, b ∈ Γ0 ∪ Γ1 è ab � ïðîèçâåäåíèå â Γ. Ïóñòü Γn � ïîäàëãåáðà àëãåáðû Γ,
ïîðîæäåííàÿ ýëåìåíòàìè e1, e2, . . . , en. ×åðåç J(Γn) îáîçíà÷èì ïîäñóïåðàëãåáðó
Γn + Γn ñóïåðàëãåáðû J(Γ). Åñëè n > 2, òî J(Γn) � ïðîñòà.

Cóïåðàëãåáðà Êàïëàíñêîãî K3. Ðàññìîòðèì òðåõìåðíóþ ñóïåðàëãåáðó K3

c ãðàäóèðîâêîé (K3)0 = Fe, (K3)1 = Fz + Fw è ñëåäóþùèì çàêîíîì óìíîæåíèÿ

e2 = e, ez =
1

2
z, ew =

1

2
w, [z, w] = e,
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ãäå ÷åðåç [, ] îáîçíà÷àåòñÿ àíòèêîììóòàòèâíîå óìíîæåíèå íà íå÷åòíîé ÷àñòè.
Ñóïåðàëãåáðû Dt. Îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ÷åòûðåõìåðíûõ ñóïåðàë-

ãåáð Dt äëÿ ôèêñèðîâàííîãî t ∈ F îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Dt = (Dt)0 + (Dt)1, ãäå (Dt)0 = Fe1 + Fe2, (Dt)1 = Fx+ Fy,
ãäå e2

i = ei, e1e2 = 0, eix = 1
2
x, eiy = 1

2
y, [x, y] = e1 + te2, i = 1, 2,

ãäå ÷åðåç [, ] îáîçíà÷àåòñÿ àíòèêîììóòàòèâíîå óìíîæåíèå íà íå÷åòíîé ÷àñòè.

Ñóïåðàëãåáðû Êàöà K10 è K9. Ãðàäóèðîâêà íà äåñÿòèìåðíîé ñóïåðàëãåáðå
Êàöà âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì

(K10)0 = A, (K10)1 = M, ãäå A = A1 ⊕ A2,

A1 = Fe1 + Fuz + Fuw + Fvz + Fvw,

A2 = Fe2,M = Fz + Fw + Fu+ Fv.

Óìíîæåíèå çàäàíî ñëåäóþùèìè óñëîâèÿìè:

e2
i = ei, e1 � åäèíèöà àëãåáðû A1, eim = 1

2
m, äëÿ ëþáîãî m ∈M,

[u, z] = uz, [u,w] = uw, [v, z] = vz, [v, w] = vw,
[z, w] = e1 − 3e2, [u, z]w = −u, [v, z]w = −v, [u, z][v, w] = 2e1,

ãäå ÷åðåç [, ] îáîçíà÷àåòñÿ àíòèêîììóòàòèâíîå óìíîæåíèå íà íå÷åòíîé ÷àñòè. Âñå
îñòàëüíûå íåíóëåâûå ïðîèçâåäåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ èç ïðèâåäåííûõ ëèáî ïðèìåíå-
íèåì îäíîé èç êîñîñèììåòðèé z ↔ w, u ↔ v, ëèáî ïðèìåíåíèåì îäíîâðåìåííîé
ïîäñòàíîâêè z ↔ u,w ↔ v.

Îòìåòèì, ÷òî ñóïåðàëãåáðà K10 ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé íàä ïîëÿìè õàðàêòåðèñòèêè
p 6= 2, 3. Íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè 3 îíà èìååò ïðîñòóþ ïîäñóïåðàëãåáðó K9. Â
ñëó÷àå ñóïåðàëãåáðû K9, åå ãðàäóèðîâêà âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì

(K9)0 = Fe1 + Fuz + Fuw + Fvz + Fvw, (K9)1 = Fz + Fw + Fu+ Fv.

Óìíîæåíèå ñóïåðàëãåáðûK9 îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî óìíîæåíèþ â ñóïåðàëãåáðå
K10, ñ ó÷åòîì õàðàêòåðèñòèêè ïîëÿ ðàâíîé 3.

Ñóïåðàëãåáðà äóáëü Êàíòîðà [12]. Ïóñòü Γ = Γ0 ⊕ Γ1 � àññîöèàòèâíàÿ
ñóïåðêîììóòàòèâíàÿ ñóïåðàëãåáðà ñ åäèíèöåé 1 è { , } : Γ × Γ → Γ � ñóïåðêî-
ñîñèììåòðè÷åñêîå áèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå, êîòîðîå ìû áóäåì íàçûâàòü ñêîáêîé.
Ïî ñóïåðàëãåáðå Γ è ñêîáêå {, } ìîæíî ïîñòðîèòü ñóïåðàëãåáðó J(Γ, {, }). Ðàññìîò-
ðèì J(Γ, {, }) = Γ⊕Γx � ïðÿìóþ ñóììó ïðîñòðàíñòâ, ãäå Γx � èçîìîðôíàÿ êîïèÿ
ïðîñòðàíñòâà Γ. Ïóñòü a, b � îäíîðîäíûå ýëåìåíòû èç Γ. Òîãäà îïåðàöèÿ íîâîãî
óìíîæåíèÿ · íà J(Γ, {, }) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëàìè

a · b = ab, a · bx = (ab)x, ax · b = (−1)p(b)(ab)x, ax · bx = (−1)p(b){a, b}.

Ïîëîæèì A = Γ0 ⊕ Γ1x,M = Γ1 ⊕ Γ0x. Òîãäà J(Γ, {, }) = A ⊕ M � Z2-
ãðàäóèðîâàííàÿ àëãåáðà.
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Åñëè îñíîâíîå ïîëå õàðàêòåðèñòèêè îòëè÷íîé îò 2, 3, òî ñóïåðàëãåáðà, ïîñòðî-
åííàÿ ïî ïðîöåññó Êàíòîðà áóäåò éîðäàíîâîé, åñëè ñêîáêà {, } äëÿ îäíîðîäíûõ
ýëåìåíòîâ óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì:

{a, bc} = {a, b}c+ (−1)p(a)p(b)b{a, c} − {a, 1}bc,

{a, {b, c}} = {{a, b}, c}+ (−1)p(a)p(b){b, {a, c}}+ {a, 1}{b, c}

+(−1)p(a)(p(b)+p(c)){b, 1}{c, a}+ (−1)p(c)(p(a)+p(b)){c, 1}{a, b}.

Â ñëó÷àå ïîëÿ õàðàêòåðèñòèêè 3, íåîáõîäèìî äîïîëíèòåëüíî òðåáîâàòü âûïîëíå-
íèÿ óñëîâèÿ {d, d}{d, 1} = {d, {d, d}}.

Õîðîøî èçâåñòíî [6], ÷òî éîðäàíîâà ñóïåðàëãåáðà J = Γ ⊕ Γx, ïîëó÷åííàÿ
ñ ïîìîùüþ ïðîöåññà óäâîåíèÿ Êàíòîðà, áóäåò ÿâëÿòüñÿ ïðîñòîé òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà Γ íå èìååò íåíóëåâûõ èäåàëîâ B ñ óñëîâèåì {Γ, B} ⊆ B.

Ñóïåðàëãåáðà âåêòîðíîãî òèïà J(Γ, D). Ïóñòü Γ = Γ0⊕Γ1 � àññîöèàòèâíàÿ
ñóïåðêîììóòàòèâíàÿ ñóïåðàëãåáðà ñ íåíóëåâûì ÷åòíûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì D.
Îïðåäåëèì íà Γ ñêîáêó {, } ïîëàãàÿ

{a, b} = D(a)b− aD(b).

Òîãäà ñêîáêà {, } � éîðäàíîâà ñêîáêà. Ïîëó÷åííóþ ñóïåðàëãåáðó J(Γ, {, }) áóäåì
îáîçíà÷àòü êàê J(Γ, D). Îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ · â J(Γ, D) îïðåäåëÿåòñÿ ïî ïðàâè-
ëàì

a · b = ab, a · bx = (ab)x, ax · b = (−1)p(b)(ab)x, ax · bx = (−1)p(b)(D(a)b− aD(b)),

ãäå a, b îäíîðîäíûå ýëåìåíû èç Γ è ab � ïðîèçâåäåíèå â Γ. Ñóïåðàëãåáðà J(Γ, D)
íàçûâàåòñÿ ñóïåðàëãåáðîé âåêòîðíîãî òèïà. Åñëè ñóïåðàëãåáðà J(Γ, D) � ïðîñòà,
òî èçâåñòíî, ÷òî Γ1 = 0.

Ñóïåðàëãåáðà ×åíãà�Êàöà CK(B(m,n), d) [4]. Ïóñòü F � àëãåáðàè÷åñêè
çàìêíóòîå ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p > 2. Ïîëîæèì B(m) = F [a1, . . . , am|api = 0] �
àëãåáðà óñå÷åííûõ ìíîãî÷ëåíîâ îò m ÷åòíûõ ïåðåìåííûõ. Ïóñòü G(n) � ñóïåðàë-
ãåáðà Ãðàññìàíà ñ ïîðîæäàþùèìè 1, ξ1, . . . , ξn. Òîãäà B(m,n) = B(m) ⊗ G(n) �
àññîöèàòèâíî-ñóïåðêîììóòàòèâíàÿ ñóïåðàëãåáðà.

Ïóñòü Z = B(m,n) ñ íåíóëåâûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì d : Z → Z. Ðàññìîòðèì
äâà ñâîáîäíûõ Z-ìîäóëÿ ðàíãà 4

A = Z +
3∑
i=1

wiZ, M = xZ +
3∑
i=1

xiZ.

Óìíîæåíèå íà A áóäåò Z-ëèíåéíûì, wiwj = 0, i 6= j, w2
i = −1. Îïðåäåëèì

xi×i = 0, x1×2 = −x2×1 = x3, x1×3 = −x3×1 = x2, x2×3 = −x3×2 = x1.

Óìíîæåíèå A×M →M îïðåäåëåíî ñëåäóþùèì îáðàçîì

(xf)g = x(fg), (xif)g = xi(fg), (xf)(wjg) = xj(fd(g)), (xif)(wjg) = xi×j(fg).



Ãëàâà 6. Ñóïåðàëãåáðû è êîíòðïðèìåðû. 62

Óìíîæåíèå M ×M → A çàäàäèì ïî ïðàâèëàì

(xf)(xg) = d(f)g−fd(g), (xf)(xjg) = −wj(fg), (xif)(xg) = wi(fg), (xif)(xjg) = 0.

Ñóïåðàëãåáðà H3(B(1, 2)) [14]. Äëÿ íà÷àëà îïðåäåëèì àëüòåðíàòèâíóþ ñó-
ïåðàëãåáðó B(1, 2). Ïóñòü F � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè 3 è B(1, 2) = C +M � ñóïåð-
êîììóòàòèâíàÿ ñóïåðàëãåáðà íàä F, ó êîòîðîé C = F · 1, M = F · x + F · y, ãäå
1 � åäèíèöà B, è xy = −yx = 1. Çàìåòèì, ÷òî ñóïåðàëãåáðà B(1, 2) åñòü â òî÷-
íîñòè ïðîñòàÿ éîðäàíîâà ñóïåðàëãåáðà ñóïåðñèììåòðè÷åñêîé áèëèíåéíîé ôîðìû
f(s, r) = sr íà íå÷åòíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå M .

Êàê èçâåñòíî, B(1, 2) � ïðîñòàÿ àëüòåðíàòèâíàÿ ñóïåðàëãåáðû ñ ñóïåðèíâî-
ëþöèåé (a + m)∗ = a − m. Åé ñîîòâåòñòâóåò ïðîñòàÿ éîðäàíîâà ñóïåðàëãåáðà
H3(B(1, 2)).

Ñóïåðàëãåáðà H3(B(2, 4)) [14]. Äëÿ íà÷àëà îïðåäåëèì àëüòåðíàòèâíóþ ñó-
ïåðàëãåáðó B(2, 4). Ïóñòü F � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè 3 è C = M2(F ) � àëãåáðà
2×2 ìàòðèö íàä F,M = F ·m1 +F ·m2 � 2-ìåðíûé íåïðèâîäèìûé áèìîäóëü Êýëè
íàä C, ò.å. C äåéñòâóåò íà M ñëåäóþùèì îáðàçîì

eij ·mk = δikmj, i, j, k ∈ {1, 2},
m · a = a ·m,

ãäå a ∈ C,m ∈ M,a 7→ a � ñèìïëåêòè÷åñêàÿ èíâîëþöèÿ â C = M2(F ). Íå÷åòíîå
óìíîæåíèå íà M îïðåäåëåíî ðàâåíñòâàìè

m2
1 = −e21,m

2
2 = e12, m1m2 = e11,m2m1 = −e22.

Êàê èçâåñòíî, B(2, 4) � ïðîñòàÿ àëüòåðíàòèâíàÿ ñóïåðàëãåáðà ñ ñóïåðèíâî-
ëþöèåé (a + m)∗ = a − m. Åé ñîîòâåòñòâóåò ïðîñòàÿ éîðäàíîâà ñóïåðàëãåáðà
H3(B(2, 4)).

Ñóïåðàëãåáðà V1/2(Z,D). Ïóñòü Z � àññîöèàòèâíî-êîììóòàòèâíàÿ F -àëãåáðà
ñ åäèíèöåé e è äèôôåðåíöèðîâàíèåì D : Z → Z, óäîâëåòâîðÿþùàÿ äâóì óñëîâèÿì

i) Z íå èìååò ñîáñòâåííûõ D-èíâàðèàíòíûõ èäåàëîâ,
ii) D îáíóëÿåò òîëüêî ýëåìåíòû âèäà Fe.
Ðàññìîòðèì Zx êàê èçîìîðôíóþ êîïèþ àëãåáðû Z. Îïðåäåëèì íà âåêòîðíîì

ïðîñòðàíñòâå V (Z,D) = Z+Zx ñòðóêòóðó ñóïåðàëãåáðû. Ïîëîæèì (V1/2(Z,D))0 =
Z è (V1/2(Z,D))1 = Zx � ÷åòíàÿ è íå÷åòíàÿ ÷àñòè ñóïåðàëãåáðû V1/2(Z,D). Óìíî-
æåíèå · çàäàäèì ñëåäóþùèì îáðàçîì

a · b = ab, a · bx =
1

2
(ab)x, ax · bx = D(a)b− aD(b),

äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ýëåìåíòîâ a, b ∈ Z.

Êëàññèôèêàöèÿ ïðîñòûõ êîíå÷íîìåðíûõ éîðäàíîâûõ ñóïåðàëãåáð íàä àëãåá-
ðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè íîëü áûëà ïðèâåäåíà â ðàáîòàõ [5, 12].
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Â [7, 8] áûëè îïèñàíû ïðîñòûå êîíå÷íîìåðíûå éîðäàíîâû ñóïåðàëãåáðû íàä àë-
ãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì ïðîèçâîëüíîé õàðàêòåðèñòèêè îòëè÷íîé îò 2. Îñ-
íîâíîé ðåçóëüòàò ïî êëàññèôèêàöèè ïðîñòûõ êîíå÷íîìåðíûõ óíèòàëüíûõ éîðäà-
íîâûõ ñóïåðàëãåáð íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûìè ïîëÿìè õàðàêòåðèñòèêè p > 2
áûë ïîëó÷åí â ðàáîòå Ê. Ìàðòèíåç è Å. Çåëüìàíîâà [7]:

Òåîðåìà. Ïðîñòàÿ êîíå÷íîìåðíàÿ éîðäàíîâà ñóïåðàëãåáðà íàä àëãåáðàè÷åñêè
çàìêíóòûì ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè îòëè÷íîé îò 2 èçîìîðôíà íåêîòîðîé ñóïåðàë-
ãåáðå èç ÷èñëà ðàññìîòðåííûõ â äàííîì ïàðàãðàôå.

6.2 Êîíòðïðèìåðû

Ïðèìåð 1 [Æåâëàêîâ]. Ïóñòü X = {x1, x2, . . . , xn, . . .} � ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî
ñèìâîëîâ. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ñëîâ â àëôàâèòå X è íàçîâåì ñëîâî xi1xi2 . . . xin
ïðàâèëüíûì, åñëè xi1 < xi2 < . . . < xin . Ìíîæåñòâî ïðàâèëüíûõ ñëîâ ëèíåéíî
óïîðÿäî÷èì ëåêñèêîãðàôè÷åñêè, ïîëàãàÿ xi > xj, åñëè i < j, è åñëè u = vv1, òî
ñ÷èòàåì u < v.

Ðàññìîòðèì ïîëå F õàðàêòåðèñòèêè îòëè÷íîé îò 2,3, è àëãåáðó A íàä F ñ
áàçèñîì èç ïðàâëüíûõ ñëîâ àëôàâèòà X è óìíîæåíèåì íà áàçèñå, îïðåäåëåííûì
ïðàâèëîì: åñëè u, v � ïðàâèëüíûå ñëîâà, òî:

1) u ∗ v = v ∗ u;
2) u ∗ v = 0, åñëè min(d(u), d(v)) > 1;
3) u ∗ xi = 0, åñëè xi âõîäèò â çàïèñü u;
4) u ∗ xi = 0, åñëè d(u) > 1 è xi > u;
5) xi ∗ xj = xixj, åñëè xi < xj;
6) u∗xi = (−1)σ < uxi >, åñëè íå ïðèìåíèìû 1)-5). Çäåñü < uxi > � ïðàâèëüíîå

ñëîâî, îáðàçîâàííîå âñåìè áóêâàìè ñëîâà u è áóêâîé xi, è åñëè u = xj1xj2 . . . xjn ,
òî σ � ÷èñëî èíâåðñèé â ïåðåñòàíîâêå (j1, j2, . . . , jn, i).

Â àëãåáðå A ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî ßêîáè:

(a ∗ b) ∗ c+ (b ∗ c) ∗ a+ (c ∗ a) ∗ b = 0 (6.1)

äëÿ ëþáûõ a, b, c ∈ A. Äîêàæåì ýòî. ßñíî, ÷òî åñëè èç òðåõ ñëîâ a, b, c äâà èìåþò
äëèíó ñòðîãî áîëüøå 1 èëè èìåþò îáùèé ñèìâîë èç X, òî (6.1) ñïðàâåäëèâî. Àíà-
ëîãè÷íî. åñëè d(a) > 1 è d(b) = d(c) = 1, íî ëèáî b > a, ëèáî c > a, òî (6.1) òàêæå
âåðíî. Îñòàâøèåñÿ äâà ñëó÷àÿ:

a) a = xi1xi2 . . . xin , b = xj, c = xk è a > b > c;
b) a = xi, b = xj, c = xk è a > b > c

ïðîâåðÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî âû÷èñëåíèÿìè.
Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî A � ñïåöèàëüíàÿ éîðäàíîâà àëãåáðà. Ââèäó (6.1), â àë-

ãåáðå óìíîæåíèé R(A) äëÿ ëþáûõ a, b ∈ A ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

Ra∗b = −RaRb −RbRa.

Îïðåäåëèì òåïåðü íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå àëåáðû R(A) äðóãîå óìíîæåíèå :

w1 · w2 = −2w1w2.
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Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïîëó÷åííàÿ òàêèì îáðàçîì íîâàÿ àëãåáðû R(A) òàêæå àññîöè-
àòèâíà. Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáûõ a, b ∈ A â R(A) ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

Ra∗b =
1

2
(Ra ·Rb +Rb ·Ra),

êîòîðîå ïîêàçûâàåò, ÷òî îòîáðàæåíèå φ : A → R(A), ïåðåâîäÿùåå a ∈ A â Ra ∈
R(A), ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì àëãåáðû A â R(A)

(+)
. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ÿäðî φ

ðàâíî íóëþ, ò.å. φ � èçîìîðôèçì. Ýòî äîêàçûâàåò ñïåöèàëüíîñòü è éîðäàíîâîñòü
àëãåáðû A.

Êàê âèäíî èç òàáëèöû óìíîæåíèÿ, àëãåáðà A ðàçðåøèìà èíäåêñà 2: A(2) = 0 è,
êðîìå òîãî, â A ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî x3 = 0, îäíàêî A íå ÿâëÿåòñÿ íèëüïîòåíò-
íîé, òàê êàê ïðîèçâåäåíèå

(. . . ((x1 ∗ x2) ∗ x3) . . .) ∗ xn

íå ðàâíî íóëþ íå äëÿ êàêîãî n.

Óïðàæíåíèå. Ïóñòü A � êîììóòàòèâíàÿ àëãåáðà ñ òîæäåñòâîì x3 = 0. Äîêà-
çàòü, ÷òî àëãåáðà A � éîðäàíîâà.

Óïðàæíåíèå. Ïóñòü A � àëüòåðíàòèâíàÿ êîììóòàòèâíàÿ àëãåáðà ñ òîæäåñòâîì
x3 = 0. Äîêàçàòü, ÷òî àëãåáðà A � ñïåöèàëüíàÿ éîðäàíîâà.

Óïðàæíåíèå. Ïóñòü A � êîììóòàòèâíàÿ àëãåáðà ñ òîæäåñòâîì x3 = 0 è I �
àííóëÿòîð àëãåáðû A. Äîêàçàòü, ÷òî A/I � ñïåöèàëüíàÿ éîðäàíîâà àëãåáðà.

Ïðèìåð 2 [Øåñòàêîâ]. Ïóñòü M � àëãåáðà ñ ìíîæåñòâîì ïîðîæäàþùèõ
X = {x1, . . . xn, . . .} è îïðåäåëÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè xixj = −xjxi. Íà âåêòîðíîì
ïðîñòðàíñòâå M îïðåäåëèì íîâîå óìíîæåíèå ïðàâèëîì

(u+ xi)(v + xj) = vxi + uxj,

ãäå u, v ∈M \ 〈X〉, à ÷åðåç 〈X〉 ìû îáîçíà÷àåì ëèíåéíóþ îáîëî÷êó âåêòîðîâ èç X.
Íèæå, âñå ýëåìåíòû âèäà u, v, vt ëåæàò â M \ 〈X〉.

Ïîêàæåì, ÷òî ïîëó÷åííàÿ àëãåáðà ÿâëÿåòñÿ éîðäàíîâîé. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî
çàìåòèòü, ÷òî îíà êîììóòàòèâíà è âåðíî

((u+ xi)
∗2 ∗ (v + xj)) ∗ (u+ xi) = 0 = (u+ xi)

∗2 ∗ ((v + xj) ∗ (u+ xi)).

Îòìåòèì, ÷òî äàííàÿ àëãåáðà ÿâëÿåòñÿ íèëü-àëãåáðîé èíäåêñà 3, òî åñòü âû-
ïîëíåíî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî

(v + xi)
∗3 = (2vxi) ∗ (v + xi) = 2vxixi = 0 è (xi ∗ xi) ∗ xi = 0.

Â òîæå âðåìÿ, îíà ÿâëÿåòñÿ ðàçðåøèìîé èíäåêñà 2. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî çà-
ìåòèòü, ÷òî

((vi + xi) ∗ (vj + xj)) ∗ ((vk + xk) ∗ (vl + xl)) = (vixj + vjxi) ∗ (vkxl + vlxk) = 0.

Ïðè âñåì âûøå ïåðå÷èñëåííîì, äàííàÿ àëãåáðà íå ÿâëÿåòñÿ íèëüïîòåíòíîé.
Ýòî ñëåäóåò èç ñëåäóþùåãî ñîîòíîøåíèÿ, êîòîðîå ñïðàâåäëèâî ïðè ëþáîì n,

(. . . ((x1x2) ∗ x3) ∗ . . . ∗ xn+1) = x1x2x3 . . . xn+1 6= 0.
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Ïðèìåð 3 [Øåñòàêîâ, ñì [13]]. Ðàññìîòðèì ñóïåðàëãåáðó J = J0 + J1, ãäå
J0 = F · a, J1 = F · x + F · ax è âñå íåíóëåâûå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ
âûïèñàíû íèæå:

a · x = x · a = ax, x · ax = −ax · x = −a.

Çàìåòèì, ÷òî J � ñïåöèàëüíàÿ éîðäàíîâà ñóïåðàëãåáðà: îíà âëîæèìà â ñóïåðàë-
ãåáðó A(+)s äëÿ ìàòðè÷íîé ñóïåðàëãåáðû A = M1,2

3 , ãäå

A0 =

{(
a 0
0 b

)
, a ∈ F, b ∈M2

}
,

A1 =

{(
0 x
y 0

)
, x ∈M1,2, y ∈M2,1

}
.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü

a = e23 ∈ A0, x = e13 + 4e31 ∈ A1, ax = a ·s x,

è ïðîâåðèòü òàáëèöó óìíîæåíèÿ.
Â òîæå âðåìÿ ñóïåðàëãåáðà J ÿâëÿåòñÿ ðàçðåøèìîé èíäåêñà 2. Äëÿ ýòîãî äî-

ñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî J2 ⊆ F · ax+ F · a. Îòêóäà ëåãêî ïîëó÷èòü, ÷òî

(J2)2 ⊆ (F · ax+ F · a)2 = 0.

Òàêæå ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò ñóïåðàëãåáðû J ÿâëÿåòñÿ íèëü-
ïîòåíòíûì èíäåêñà 2.

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî ñóïåðàëãåáðà J íå ÿâëÿåòñÿ íèëüïîòåíòíîé. Çàìåòèì, ÷òî

aR2n
x = a, aR2n+1

x = ax.

Óïðàæíåíèå. Ïîêàçàòü, ÷òî Γ(J) � ãðàññìàíîâà îáîëî÷êà ñóïåðàëãåáðû J ÿâ-
ëÿåòñÿ ñïåöèàëüíîé éîðäàíîâîé ðàçðåøèìîé íå íèëüïîòåíòíîé àëãåáðîé.
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